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Введение 
 

Кафедра «Информационные технологии» УлГУ рекомендует данное 

учебно-методическое пособие для студентов высших учебных заведений, 

обучающихся по направлениям: 

− 09.03.02 «Информационные системы и технологии»; 

− 11.03.02 «Инфокоммуникационные технологии и системы» 

при изучении дисциплин «Численные методы» и «Вычислительная мате-

матика». 

Базовый курс «Численные методы» по многим специальностям и 

направлениям подготовки в университетах преследует следующие общие 

цели: 

− заложить базовые умения и навыки в области разработки вычис-

лительных алгоритмов решения задач, возникающих в процессе 

математического моделирования законов реального мира; 

− обеспечить понимание основных идей вычислительных методов, 

особенностей и условий их применения; 

− подготовить студентов к применению этих знаний в дальнейшей 

учебе и практической деятельности. 

При изучении базового курса «Численные методы» значительное 

время отводят на «Вычислительные методы алгебры», или «Численные 

методы I». Согласно требованиям Государственного образовательного 

стандарта, к фундаментальной части численных методов относят следую-

щие темы из раздела «Вычислительная линейная алгебра» (ВЛА): 

− Тема 1. Методы исключения в решении систем; 

− Тема 2. Разложения Холесского положительно определенных 

матриц; 

− Тема 3. Методы ортогональных преобразований; 

− Тема 4. Итерационные методы решения систем; 

– Тема 5. Методы решения проблемы собственных значений мат-

риц. 

Содержание данного учебно-методического пособия включают в се-

бя первые три темы из этого списка.  

 

Базовым учебником, к которому данное пособие служит дополне-

нием, является книга И. В. Семушина «Вычислительные методы алгебры и 
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оценивания». Ульяновск: Изд-во УлГТУ, 2011. 366 с. ISBN 978-5-9795-

0902-0. 

Значение «Численных методов» во многих областях науки и техники 

трудно переоценить, и оно постоянно растет. В связи с этим очень важно, 

чтобы студенты, готовящиеся стать специалистами в области математиче-

ского моделирования, численных методов и комплексов программ, обла-

дали подлинно глубокими знаниями, т. е. знаниями, имеющими для них 

практическую ценность в их будущей деятельности. Такое знание достига-

ется не схоластическим изучением теории и не решением элементарных 

задач в классе, а реальной проектной работой по созданию серьезных про-

граммных продуктов высокого профессионального уровня, воплощающих 

эти численные методы. В связи с этим данное пособие, как и указанный 

выше базовый учебник, использует так называемый проектно-ориенти-

рованный подход1, при котором студенты получают необходимый теорети-

ческий материал и закрепляют эти знания в практических лабораторных 

проектах. Надеемся, что при таком подходе к преподаванию и изучению 

студент лучше поймет и оценит этот важный предмет. 

Почему же для реализации лабораторных проектов мы выбрали язык 

MATLAB? Система математических расчетов MATLAB (сокращение от 

MATrix LABoratory) разработана фирмой The Math Works, Inc. (США, 

г. Нэтик, шт. Массачусетс) и является интерактивной системой для выпол-

нения инженерных и научных расчетов, которая ориентирована на работу с 

матричным представлением данных. 

Сначала пакет MATLAB предназначался для матричных вычислений 

и был только удобной оболочкой для имеющихся библиотек программ, но 

впоследствии его возможности существенно выросли. 

MATLAB применяется для решения задач, возникающих в различ-

ных прикладных областях. Обработка сигналов и изображений, исследова-

ние и расчет физических процессов, визуализация данных, статистический 

анализ, матричный анализ, оптимизация, нейронные сети, нечеткая логика, 

моделирование нелинейных динамических систем – вот далеко не полный 

перечень задач, которые могут быть эффективно решены в системе 

MATLAB. 

MATLAB – это одновременно и операционная среда, и язык про-

граммирования. На языке MATLAB могут быть написаны программы для 

 
1 I. V. Semushin, Ju.V. Tsyganova, V. V. Ugarov, “Computational and Soft Skills Develop-

ment Through the Project Based Learning,” Lecture Notes in Computer Science. – 2003. – 

Vol. 2658, Pt. 2. – Pp. 1098-1106. 
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многократного использования. Пользователь может сам написать специа-

лизированные функции и программы, которые оформляются в виде m-

файлов. Наличие в MATLAB обширной библиотеки графических, вычис-

лительных и сервисных функций способствует быстрому созданию при-

ложений для исследования и решения поставленной задачи. Визуальная 

среда программирования позволяет при наличии некоторого опыта про-

граммировать приложения с графическим интерфейсом пользователя. 

Программы, написанные на современных языках программирования 

высокого уровня, могут прекрасно взаимодействовать с приложениями, со-

зданными в системе MATLAB. 

Таким образом, MATLAB является наиболее подходящим про-

граммным инструментом для овладения студентами практическими навы-

ками реализации вычислительных алгоритмов и проведения численных 

экспериментов. 

Авторы искренне надеются, что данное учебно-методическое посо-

бие поможет студентам овладеть практическими навыками реализации ал-

горитмов вычислительной линейной алгебры, а также навыками создания 

программных проектов, предназначенных для научно-исследовательских 

целей. 
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1 Основы работы в MATLAB 
 

1.1 Командная строка MATLAB 

 

При запуске программы MATLAB на экране появляется рабочая сре-

да, изображенная на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Рабочая среда MATLAB 

 

Элемент Command Window является командной строкой MATLAB. 

Команды MATLAB можно вводить непосредственно в командную строку 

либо выполнять их с помощью созданных пользователем программ. В обо-

их случаях результат выполнения можно будет увидеть в окне Command 

Window. Получить помощь по доступным функциям можно, набрав в ко-

мандной строке слово help. 
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1.2 Создание программы 

 

Создание m-файлов 

 

Для создания собственных программ в MATLAB существуют специ-

альные m-файлы, которые бывают двух типов: файлы-программы (файлы-

скрипты) (Script m-Files), содержащие последовательность команд, и фай-

лы-функции (Function m-Files), в которых описываются функции, опреде-

ляемые пользователем. 

Для создания файла-программы необходимо в меню выбрать после-

довательность File→New→Script (см. рис. 2). 

Файлы-программы являются последовательностью команд 

MATLAB, они не имеют входных и выходных аргументов.  

 

 

Рис. 2. Создание файла с программой 

 

При программировании собственных приложений в MATLAB необ-

ходимо уметь составлять файлы-функции, которые производят необходи-

мые действия с входными аргументами и возвращают результат в выход-

ных аргументах. 

Для создания файла-функции необходимо в меню выбрать последо-

вательность File→New→Function (см. рис. 2). 

Текст m-функции должен начинаться с заголовка, после которого 

следует тело функции. Заголовок определяет «интерфейс» функции (т. е. 

способ взаимодействия с ней) и устроен следующим образом: 
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function [output_args]=function_name(input_args) 

Здесь function_name – имя функции; input_args – входные параметры (ар-

гументы функции); output_args – выходные параметры (значения 

функции). 

Указанное в заголовке имя функции (function_name) должно совпа-

дать с именем файла, в который будет записан текст функции. Для данного 

примера это будет файл function_name.m. 
Для вызова функции в главной программе необходимо указать: 

>>function_name(input_args); 

Каталог, в котором содержатся файлы-функции, должен быть теку-

щим, или путь к нему должен быть добавлен в пути поиска, иначе 

MATLAB не найдет функцию или вызовет вместо нее другую с тем же 

именем (если она находится в каталогах, доступных для поиска). 

 

Установка путей 

 

Для работы в MATLAB необходимо определить текущий каталог и 

пути поиска. Это можно сделать либо при помощи соответствующих диа-

логовых окон, либо с помощью команд из командной строки. Текущий ка-

талог определяется в диалоговом окне Current Folder рабочей среды. Со-

держимое текущего каталога отображается в таблице файлов. 

Определение путей поиска производится в диалоговом окне Set Path 

навигатора путей, доступ к которому осуществляется из пункта Set Path 

меню File рабочей среды. Для добавления каталога нажмите кнопку Add 

Folder и в появившемся диалоговом окне выберите требуемый каталог. 

Добавление каталога со всеми его подкаталогами осуществляется при 

нажатии на кнопку Add with Subfolders. Порядок поиска соответствует рас-

положению путей в этом поле, первым просматривается каталог, путь к 

которому размещен вверху списка. Порядок поиска можно изменить или 

вообще удалить путь к какому-либо каталогу, для чего выделите каталог в 

поле MATLAB search path и определите его положение при помощи следу-

ющих кнопок: Move to Top – поместить вверх списка; Move Up – переме-

стить вверх на одну позицию; Remove – удалить из списка; Move Down – 

переместить вниз на одну позицию; Move to Bottom – поместить вниз спис-

ка. После внесения изменений следует сохранить информацию о путях по-

иска, нажав кнопку Save. При помощи кнопки Default можно восстановить 

стандартные установки. Кнопка Revert предназначена для возврата к со-

храненным данным. 
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Сохранение и запуск программы 

 

Сохранить файл-программу или файл-функцию можно либо из меню 

File→Save as..., либо с помощью кнопки Save (см. рис. 3) или нажав кнопку 

Save and run (см. рис. 4). 

 

 

Рис. 3. Сохранение файла с программой 

 

Во втором случае одновременно с сохранением программы произой-

дет ее запуск. 

Запустить программу или функцию можно также из командной стро-

ки, набрав в ней имя m-файла. 

 

 

Рис. 4. Сохранение и запуск файла с программой 

 

 

1.3 Создание GUI-приложения 

 

Создать GUI-приложение в MATLAB можно, выбрав в меню пункт 

File→New→GUI, либо набрав в командной строке команду guide. 

MATLAB предложит Вам на выбор несколько шаблонов графиче-

ского интерфейса (см. рис. 5). 
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Рис. 5. Шаблоны графического интерфейса 

 

Выбрав шаблон Blank – пустой шаблон, можно самостоятельно за-

полнить интерфейс нужными компонентами (см. рис. 6). Файл шаблона 

графического интерфейса имеет расширение *.fig. 

При нажатии на кнопку Run Figure (см. рис. 7) MATLAB предложит 

сохранить файлы программы (два файла с расширением *.fig и *.m). После 

сохранения MATLAB запустит GUI-приложение и откроет в окне редакто-

ра файл-программу данного приложения. 
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Рис. 6. Доступные компоненты шаблона 

 

Рис. 7. Запуск GUI-приложения 

 

Более подробную информацию о возможностях MATLAB можно 

найти в дополнительной литературе, см. с. 71. 
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2 Общие требования к выполнению и сдаче  

лабораторных проектов 
 

Лабораторный практикум рассчитан на один семестр обучения и 

включает в себя три лабораторных проекта. Баллы за отдельные проекты 

складываются и тем самым образуют общую оценку за этот вид Вашей 

учебной работы. 

Установлены следующие сроки сдачи лабораторных проектов. 

1. Весенний семестр обучения: 

− проект № 1 – с 20 по 31 марта; 

− проект № 2 – с 20 по 30 апреля; 

− проект № 3 – с 20 по 31 мая. 

2. Осенний семестр обучения: 

− проект № 1 – с 20 по 31 октября; 

− проект № 2 – с 20 по 30 ноября; 

− проект № 3 – с 20 по 30 декабря. 

Любая сдача лабораторного задания позже установленного срока 

влечет уменьшение Вашей общей оценки на 10 баллов. 

За каждое невыполненное задание начисляется 0 баллов. 

За семестр Вам предлагается выполнить три лабораторных проекта. 

Максимальное количество баллов, которое можно заработать за все лабо-

раторные проекты, составляет 100. Эти 100 баллов распределяются опре-

деленным образом между общим числом выданных лабораторных заданий 

и существенным образом влияют на экзаменационную оценку. Более по-

дробно об этом см. базовый учебник, с. 16-23. 

Предлагаемые каждому студенту три лабораторных проекта соответ-

ствуют первым трем темам из списка на с. 4, 5. За выполненное безупречно 

и в полном объеме задание по теме № 1 (лабораторный проект № 1) сту-

дент заработает 50 баллов. Это задание является базовым и поэтому долж-

но предшествовать всем остальным. Далее, за выполненное безупречно и в 

полном объеме задание по теме № 2 (лабораторный проект № 2) студент 

заработает 25 баллов, а за выполненное безупречно и в полном объеме за-

дание по теме № 3 (лабораторный проект № 3) – также 25 баллов. Для 

каждого лабораторного проекта необходимо: 

1.  Написать и отладить программу, реализующую ваш вариант за-

дания. 
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2.  Предусмотреть сообщения, предупреждающие о невозможности 

решения указанных задач с заданной матрицей. 

3.  Уделить особое внимание эффективности программы (в смысле 

экономии оперативной памяти). 

4.  Предусмотреть пошаговое выполнение алгоритмов с выводом ре-

зультата на экран. 

5.  Написать пояснительную записку о проделанной работе (см. 

Приложение). 

6.  Представить преподавателю печатный текст пояснительной за-

писки и CD диск, содержащий в отдельных директориях весь 

проект: Программный код проекта (готовый к запуску) + Ин-

струкция пользователя + пояснительная записка в виде *.doc 

файла. 

Заработанное число баллов за каждое задание будет уменьшено, если 

письменный отчет и устная защита работы не отвечает всем указанным 

требованиям или не демонстрирует самостоятельное исполнение. 

Важно! Индивидуальный вариант для каждого студента назначается 

равным N+1, где N – порядковый номер в списке группы (в алфавитном 

порядке). 

Далее следуют описания лабораторных проектов. 
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3 Лабораторный проект № 1  

«Стандартные алгоритмы LU-разложения» 
 

3.1 Теория 

 

Перед выполнением лабораторного проекта рекомендуем подробно 

ознакомиться с материалом базового учебника, с. 27-52. 

 

Алгоритмы метода Гаусса 

 

Стандартный метод Гаусса, осуществляющий LU-разложение матри-

цы A, заключается в последовательном исключении переменных из урав-

нений системы 

Ax=f        (1) 

Любой полный шаг алгоритма метода Гаусса состоит из двух действий: 

нормировка ведущей строки матрицы и обновление (серия вычитаний) в 

активной подматрице. 

Нормировка – это деление ведущего уравнения системы на ведущий 

элемент. 

Обновление в активной подматрице – это серия вычитаний ведущего 

уравнения из всех нижележащих, чтобы исключить из них неизвестную xi 

(i – номер ведущего уравнения). 

В результате работы алгоритмом факторизации Гаусса получим раз-

ложение матрицы A на верхнюю треугольную матрицу U  и нижнюю тре-

угольную матрицу L. Матрица U  представляет собой эквивалентный вид 

системы (1), который она приобретет по завершении этого процесса. Мат-

рица L представляет собой историю нормировок и вычитаний в процессе 

исключения неизвестных. 

 

Алгоритм 1. UL -разложение матрицы A  

(на основе гауссова исключения по столбцам): 

 

Для k=1 до n 

 Выбираем главный элемент в A(k–1). 

Нормируем первую строку матрицы A(k–1). 

 Для i=k+1 до n 
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Вычитаем первую строку матрицы A(k–1), умноженную на 

aik
(k–1), из i-й строки. 

Здесь A(k–1) – активная подматрица матрицы A после (k–1)-го шага метода 

Гаусса, k=1,2,…,n, причем A(0)=A. 

 

Алгоритм 2. LU -разложение матрицы A 

(на основе гауссова исключения по столбцам): 

 

Процесс гауссова исключения ведется от последнего неизвестного xn 

и от последнего уравнения системы, двигаясь снизу вверх по нумерации 

уравнений и справа налево по нумерации исключаемых неизвестных. Нор-

мировка происходит по строкам. 

 

Алгоритм 3. UL -разложение матрицы A  

(на основе гауссова исключения по столбцам): 

 

Для k=1 до n 

 Выбираем главный элемент в A(k–1). 

 Нормируем первый столбец матрицы A(k–1). 

 Для i=k+1 до n 

Вычитаем первую строку матрицы A(k–1), умноженную на 

aik
(k–1), из i-й строки. 

Здесь A(k–1) – активная подматрица матрицы A после (k–1)-го шага метода 

Гаусса, k=1,2,…,n, причем A(0)=A. 

 

Алгоритм 3 отличается от алгоритма 1 только нормировкой элемен-

тов активной подматрицы. 

 

Алгоритм 4. LU -разложение матрицы A 

(на основе гауссова исключения по столбцам): 

 

Действия аналогичные, как и в алгоритме 3, но процесс исключения 

ведется от последнего неизвестного xn и от последнего уравнения системы, 

двигаясь снизу вверх по нумерации уравнений и справа налево по нумера-

ции исключаемых неизвестных. Нормировка происходит по столбцам. 
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Алгоритм 5. UL -разложение матрицы A  

(на основе гауссова исключения по строкам): 

 

Для k=1 до n 

 Для i=1 до k-1 

Вычитаем i-ю строку матрицы A(k–1), умноженную на  

aki
(k–1), из k-й строки. 

Выбираем главный элемент в A(k–1). 

 Нормируем k-ю строку матрицы A(k–1). 

Здесь A(k–1) – активная подматрица матрицы A после (k–1)-го шага метода 

Гаусса, k=1,2,…,n, причем A(0)=A. 

 

Отличие гауссова исключения по строкам от гауссова исключения по 

столбцам сводится в алгоритме 5 к изменению порядка действий: сначала 

серия вычитаний, а затем нормировка.  

 

Алгоритм 6. LU -разложение матрицы A 

(на основе гауссова исключения по строкам): 

 

Процесс гауссова исключения по строкам выполняется как в алго-

ритме 5, но от последнего неизвестного xn и от последнего уравнения си-

стемы, двигаясь снизу вверх по нумерации уравнений и справа налево по 

нумерации исключаемых неизвестных. 

 

Компактные схемы 

 

Компактные схемы являются разновидностью метода Гаусса. Первая 

называется компактной схемой Краута, а вторая – компактной схемой 

«строка за строкой». В схеме Краута на каждом шаге исключения изменя-

ются только первый столбец и первая строка активной подматрицы. В схе-

ме «строка за строкой» на k-м шаге изменяется только k-ая строка матри-

цы A. 

Алгоритм 7. UL -разложение по компактной схеме Краута: 

 

Для k=1 до n 

 Вычисляем k-й столбец матрицы L по формуле: 
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Выбираем среди элементов k-го столбца главный элемент. 

Вычисляем k-ю строку матрицы U  по формуле: 
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Алгоритм 8. LU -разложение по компактной схеме Краута: 

 

Вычисления столбца и строки выполняются как в алгоритме 7, но в 

обратном порядке, т. е. двигаясь снизу вверх по нумерации уравнений и 

справа налево по нумерации исключаемых неизвестных. 

 

Алгоритм 9. UL -разложение по компактной схеме Краута: 

 

Для k=1 до n 

 Вычисляем k-ю строку матрицы U по формуле: 
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1

1

kjulau
k

p
pjkpkjkj −= 

−

=
 

Выбираем среди элементов k-ой строки главный элемент. 

Вычисляем k-й столбец матрицы L  по формуле: 
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Алгоритм 10. LU -разложение по компактной схеме Краута: 

 

Вычисления столбца и строки выполняются как в алгоритме 9, но в 

обратном порядке, т. е. двигаясь снизу вверх по нумерации уравнений и 

справа налево по нумерации исключаемых неизвестных. 

 

Алгоритм 11. UL -разложение по компактной схеме 

«строка за строкой»: 

 

Для k=1 до n 

 Вычисляем элемент k-й строки матрицы L по формуле: 
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Вычисляем k-ю строку матрицы U  по формуле: 
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1
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p
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Выбираем среди элементов k-ой строки главный элемент. 

Делим на главный элемент k-ю строку матрицы U  
 

Алгоритм 12. LU -разложение по компактной схеме  

«строка за строкой»: 

 

Вычисления столбца и строки выполняются как в алгоритме 11, но в 

обратном порядке, т. е. двигаясь снизу вверх по нумерации уравнений и 

справа налево по нумерации исключаемых неизвестных. 

 

Алгоритмы метода Жордана 

 

К последней группе методов исключения относятся алгоритмы метода 

Жордана. Эти алгоритмы используют те же самые формулы, что и обычный 

метод Гаусса, но в отличие от него на k-м шаге метода Жордана пересчиты-

вают все строки матрицы A, а не только строки, находящиеся ниже ведущей 

строки. Это означает полное исключение i-ой переменной из всех уравне-

ний, кроме i-го. Таким образом, метод Жордана формально дает решение 

системы линейных алгебраических уравнений за один проход. 

Алгоритм « 1−UL -разложение» отыскивает UL -разложение матри-

цы A, но при его выполнении в одном и том же массиве дает вместо мат-

рицы U  обратную матрицу 1−U . 

 

Алгоритм 13. « 1−UL -разложение» ULA=  по методу Жордана: 

 

Для k=1 до n 

 Выбираем главный элемент в A(k–1). 

Нормируем первую строку матрицы A(k–1). 

Для i=1 до k–1 

Вычитаем первую строку матрицы A(k–1), умноженную 

на aik
(k–1), из i-й строки. 
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 Для i=k+1 до n 

Вычитаем первую строку матрицы A(k–1), умноженную на  

aik
(k–1), из i-й строки. 

Для i=1 до n 

Для j=i+1 до n 

aij = –aij 
 

Алгоритм 14. « UL 1− -разложение» LUA =  по методу Жордана: 

 

Алгоритм « UL 1− -разложение» находит LU -разложение матрицы A, 

но при его выполнении в одном и том же массиве дает вместо матрицы L  

обратную матрицу 
1−L . Действия здесь такие же, как в алгоритме 13, но 

выполняются в обратном порядке. 

 

Выбор ведущего элемента 

 

Для предотвращения появления нулевых элементов на диагонали 

матрицы в процессе гауссова исключения применяют выбор главного эле-

мента. 

Существуют три стратегии выбора главного (ведущего) элемента: 

1) Стратегия выбора главного элемента по столбцу заключается в 

том, что на каждом шаге k работы алгоритма факторизации выбирается 

максимальный по модулю элемент в k-ом столбце среди элементов от k-го 

до n-го (для прямых алгоритмов) или среди элементов от 1-го до k-го (для 

обратных алгоритмов). 

2) Стратегия выбора главного элемента по строке заключается в 

том, что на каждом шаге k работы алгоритма факторизации выбирается 

максимальный по модулю элемент в k-ой строке среди элементов от k-го 

до n-го (для прямых алгоритмов) или среди элементов от 1-го до k-го (для 

обратных алгоритмов).  

3) Стратегия выбора главного элемента по активной подматрице 

заключается в том, что на каждом шаге k работы алгоритма факторизации 

выбирается максимальный по модулю элемент среди элементов, лежащих 

в столбцах от k-го до n-го и в строках от k-ой до n-ой (для прямых алго-

ритмов) или лежащих в столбцах от 1-го до k-го и в строках от 1-ой до k-ой 

(для обратных алгоритмов). 
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3.2 Задание на лабораторный проект 

 

Для выполнения лабораторного проекта необходимо запрограмми-

ровать, отладить и протестировать следующие функции: 

1. Система меню для взаимодействия пользователя с программой и 

генерация исходных данных задачи. 

2. Функция факторизации матрицы, отвечающая Вашему варианту 

исключения. 

3. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений. 

4. Функция вычисления определителя матрицы. 

5. Функция обращения матрицы через решение системы AX=E. 

6. Функция обращения матрицы через элементарные преобразова-

ния разложения. 

7. Эксперимент 1 «Решение СЛАУ для случайных матриц». 

8. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ с плохо обусловленными матри-

цами». 

9. Эксперимент 3 «Обращение случайных матриц». 

 

Варианты заданий на лабораторный проект № 1 

 

1. UL  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по столбцу. 

2. UL  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по строке. 

3. UL  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по активной подматрице. 

4. UL  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по столбцу. 

5. UL  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по строке. 

6. UL  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по активной подматрице. 

7. UL  – разложение на основе гауссова исключения по строкам с 

выбором главного элемента по строке. 

8. UL  – разложение по компактной схеме Краута с выбором глав-

ного элемента по столбцу. 
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9. UL  – разложение по компактной схеме Краута с выбором главно-

го элемента по строке. 

10. UL  – разложение по компактной схеме «строка за строкой» с 

выбором главного элемента по строке. 

11. 1−UL  – разложение ULA=  на основе жорданова исключения с 

выбором главного элемента по столбцу. 

12. 1−UL  – разложение ULA=  на основе жорданова исключения с 

выбором главного элемента по строке. 

13. 1−UL  – разложение ULA=  на основе жорданова исключения с 

выбором главного элемента по активной подматрице. 

14. LU  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по столбцу. 

15. LU  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по строке. 

16. LU  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по активной подматрице. 

17. LU  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по столбцу. 

18. LU  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по строке. 

19. LU  – разложение на основе гауссова исключения по столбцам с 

выбором главного элемента по активной подматрице. 

20. LU  – разложение на основе гауссова исключения по строкам с 

выбором главного элемента по строке. 

21. LU  – разложение по компактной схеме Краута с выбором главно-

го элемента по столбцу. 

22. LU  – разложение по компактной схеме Краута с выбором главно-

го элемента по строке. 

23. LU  – разложение по компактной схеме «строка за строкой» с вы-

бором главного элемента по строке. 

24. UL
1−

 – разложение LUA =  на основе жорданова исключения с 

выбором главного элемента по столбцу. 

25. UL
1−

 – разложение LUA =  на основе жорданова исключения с 

выбором главного элемента по строке. 
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26. UL
1−

 – разложение LUA =  на основе жорданова исключения с 

выбором главного элемента по активной подматрице. 

 

Обозначения: 

L  – нижняя треугольная матрица;  

U  – верхняя треугольная матрица;  

L  – нижняя треугольная матрица с единичными элементами на диа-

гонали;  

D – диагональная матрица;  

U – верхняя треугольная матрица с единичными элементами на диа-

гонали. 

 

 

3.3 Методические рекомендации и примеры 

 

1. Система меню для взаимодействия пользователя с программой 

 

Возможны различные варианты меню: 

Меню, в котором взаимодействие с пользователем осуществляется 

через командную строку MATLAB. 

Пример: 

clc; 

while(1) 

    param = input('Ввод данных - a;\n  Обработка данных - 2;\n  

Вывод данных - 3\n  Выход - 4\n', 's'); 

    switch param 

        case '1', input_func(); 

        case '2', process_func(); 

        case '3', output_func(); 

        case '4', return; 

        otherwise, disp('Введен некорректный символ.  

Введите один из предложенных.'); 

    end 

end 

Меню, в котором взаимодействие с пользователем осуществляется 

через графический интерфейс GUI. 
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Меню должно включать следующие возможности: 

– Ввод с клавиатуры размера задачи n, т. е. количество уравнений в 

СЛАУ. 

– Ввод с клавиатуры элементов квадратной матрицы A размера nn. 

– Ввод с клавиатуры элементов вектора b размера n1 – правой части 

СЛАУ. 

– Заполнение матрицы A и вектора b случайными числами. Для за-

полнения матрицы A использовать случайные числа из диапазона от -100 

до 100. 

Выделение памяти под матрицу размера nn:  

A=zeros(n); 

Освобождение памяти: 

clear A; 

Пример заполнения матрицы размера nn нецелыми случайными 

числами в диапазоне от -100 до 100: 

a = -100; 

b = 100; 

n = 3; 

for i=1:n 

 for j=1:n 

  A(i,j) = a + (b-a).*rand(1); 

 end 

end 

Пример заполнения матрицы размера nn целыми случайными чис-

лами в диапазоне от -100 до 100:   

A=randi([-100,100],n,n); 

 

2. Функция факторизации матрицы 

 

Рассмотрим на примере алгоритма 1 реализацию UL -разложения. 

Рассмотрим реализацию каждого действия отдельно: 

1. Нормируем первую строку матрицы A(k–1). 

    for j=k:n  

         A(k,j)=A(k,j)/A(k,k); 

     end 
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2. Для i=k+1 до n 

Вычитаем первую строку матрицы A(k–1), умноженную на 
)1( −k

ika ,  

из i-ой строки. 

 for i=k+1:n    

  for j=k:n  

   A(i,j)=A(i,j)-A(i,k)*A(k,j); 

  end 

 end 

Таким образом, программируя отдельные действия с помощью цик-

лов, составляем код функции факторизации матрицы A по заданному алго-

ритму. 

 

Стратегии выбора главного элемента 

Стратегия выбора главного элемента по активной подматрице вклю-

чает в себя стратегию выбора по столбцу и по строке. Поэтому будем рас-

сматривать пример ее реализации. 

Для максимального элемента нужно запомнить его индексы, напри-

мер, imax и jmax. После этого элемент матрицы с индексами imax и jmax 

меняется местами с главным (диагональным) элементом с индексами (k,k). 

Для того чтобы не нарушить связи в матрице линейной системы, необхо-

димо при обмене полностью менять местами строки и столбцы. Эффек-

тивным способом обмена является введение так называемых векторов пе-

рестановок строк и столбцов, которые содержат номера строк и столбцов 

матрицы A. Тогда для обмена достаточно поменять всего лишь два элемен-

та в массиве перестановок. 

При использовании массива перестановок всюду в программе обра-

щаемся к элементам матрицы следующим образом: для первой стратегии 

A(p(i),j), для второй стратегии A(i,q(j)), для третьей стратегии A(p(i),q(j)), где 

p и q – вектора перестановок строк и столбцов, соответственно. 

Рассмотрим реализацию третьей стратегии как более общей: 

% Массивы перестановок: p – массив номеров строк, q – массив но-

меров столбцов 

p = zeros(n,1); 

q = zeros(n,1); 

%вспомогательные переменные 

max = 0; 
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imax = 0; 

jmax = 0;  

buf = 0; 

% Заполняем массивы перестановок начальными значениями перед 

началом факторизации 

for i=1:n 

    p(i)=i;  

    q(i)=i; 

end 

% n – размер задачи, k – номер текущего шага алгоритма 

max=abs(A(p(k),q(k))); 

imax=k; 

jmax=k; 

for i=k:n 

    for j=k:n  

        if(abs(A(p(i),q(j)))>max)  

            max=abs(A(p(i),q(j)));  

            imax=i;  

            jmax=j; 

        end 

    end 

end 

% Обмен 

if(imax~=k)  

            buf=p(k);  

            p(k)=p(imax);  

            p(imax)=buf; 

end 

if(jmax~=k)  

            buf=q(k);  

            q(k)=q(jmax);  

            q(jmax)=buf; 

end 
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3. Решение системы линейных алгебраических уравнений 

 

Рассмотрим детали реализации алгоритма нахождения решения 

СЛАУ по UL -разложению. Сначала рассмотрим нахождение решения без 

учета выбора главного элемента. Решение будем искать в два этапа: снача-

ла находим решение для системы с нижней треугольной матрицей, затем 

находим решение с верхней треугольной матрицей. Приведем математиче-

ское обоснование:  

.)( xyxUybLyyxUbxULbAx =====
 

Первый проход: известны матрица L (нижняя треугольная часть 

факторизованной матрицы A) и вектор b, находим неизвестный вектор y с 

помощью прямой подстановки: 

% метод прямой подстановки (скалярных произведений) 

 for i=1:n 

      sum=0; 

      for j=1:i 

           sum=sum+A(i,j)*y(j); 

      end 

      y(i)=(b(i)-sum)/A(i,i); 

 end 

Второй проход: известны матрица U  (верхняя треугольная часть 

факторизованной матрицы A) и вектор y, находим неизвестный вектор x с 

помощью обратной подстановки: 

%метод обратной подстановки (скалярных произведений) 

 for i=n:-1:1 

      sum=0; 

      for j=i+1:n 

           sum=sum+A(i,j)*x(j); 

      end 

      x(i)=y(i)-sum; 

 end 

% Найденное решение находится в массиве x 

Можно использовать и другие способы программной реализации ме-

тодов прямой и обратной подстановки (см. базовый учебник, с. 67-69). 
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Аналогичным образом реализуются алгоритмы нахождения решения 

и для других вариантов факторизации. Теперь будем учитывать, что при 

факторизации была использована стратегия выбора главного элемента по 

активной подматрице. В этом случае при перестановке строк в СЛАУ 

необходимо переставлять соответствующие элементы в векторе b (чтобы 

не потерять связи между неизвестными и уравнениями в линейной систе-

ме). В программе нужно обращаться к массиву b также через вектор пере-

становок строк, т. е. b(p(i)). 

Если в СЛАУ переставляют столбцы матрицы коэффициентов, то та-

ким же образом должны быть переставлены и элементы вектора x. 

Тогда один из вариантов программной реализации алгоритма нахож-

дения СЛАУ при выборе главного элемента по активной подматрице мож-

но записать так: 

Первый проход: известны матрица L и вектор b, находим неизвест-

ный вектор y с помощью прямой подстановки, учитываем перестановки в 

элементах матрицы и вектора: 

% метод прямой подстановки (скалярных произведений) 

 for i=1:n 

  sum=0; 

  for j=1:i 

   sum=sum+A(p(i),q(j))*y(j); 

  end 

  y(i)=(b(p(i))-sum)/A(p(i),q(i)); 

 end 

Второй проход: известны матрица U  и вектор y, находим неизвест-

ный вектор x с помощью обратной подстановки, учитываем перестановки в 

элементах матрицы и вектора: 

%метод обратной подстановки (скалярных произведений) 

 for i=n:-1:1 

  sum=0; 

  for j=i+1:n 

   sum=sum+A(p(i),q(j))*x(q(j)); 

  end 

  x(q(i))=y(i)-sum; 

 end 

%Найденное решение находится в массиве x 
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4. Определитель матрицы 

 

Если разложение уже известно, определитель находится просто как 

произведение диагональных элементов в факторизованной матрице, так 

как 


===

=====
n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii allULULA
111

1detdetdetdet

 

(определитель верхней треугольной матрицы с единичной диагональю ра-

вен единице, а определитель нижней треугольной матрицы равен произве-

дению диагональных элементов.) 

Если мы используем любую из трех стратегий выбора главного эле-

мента, тогда при работе алгоритма факторизации происходит обмен строк 

и/или столбцов. При этом каждый раз при обмене знак определителя меня-

ется на противоположный. При написании программы можно объявить 

глобальный флаг znak, в котором будет сохраняться значение -1 или 1, в 

зависимости от того, четное или нечетное количество перестановок было 

сделано на данный момент. Изменять флаг следует в той части программы, 

где происходит обмен значений в векторах перестановок. Затем при вы-

числении определителя произведение диагональных элементов нужно 

домножить на флаг. 

%перед началом алгоритма факторизации 

znak=1; 

%при обмене в векторах перестановок 

if(imax~=k)  

     znak=-znak;  

     buf=p(k);  

     p(k)=p(imax);  

     p(imax)=buf; 

end 

if(jmax~=k)  

     znak=-znak;  

     buf=q(k);  

     q(k)=q(jmax);  

     q(jmax)=buf; 

end 

%теперь вычисляем определитель 



30 

det=1; 

for i=1:n 

 det=det*A(p(i),q(i)); 

end 

det=det*znak; 

 

5. Обращение матрицы через решение системы AX=E 

 

Предположим, что мы уже нашли разложение UL и в данный мо-

мент в массиве A находится факторизованная матрица A. Более того, у нас 

уже реализован алгоритм нахождения решения СЛАУ. 

Будем искать обратную матрицу из следующих соображений. 

Обозначим обратную матрицу через X. Тогда верно тождество AX=E, 

где E – единичная матрица. Разобьем матрицы X и E на столбцы и запишем 

систему СЛАУ 













=

=

=

nn eAx

eAx

eAx
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где xk – k-ый столбец матрицы X, ek – k-ый столбец матрицы E. 

Каждую СЛАУ решаем уже имеющимся алгоритмом, т. е. по очереди 

находим столбцы обратной матрицы и собираем их вместе. Таким образом, 

находим обратную матрицу. 

Для программной реализации необходим дополнительный массив 

A1, в который будем записывать найденные столбцы обратной матрицы. 

Далее в цикле заполняем массив b элементами очередного столбца 

единичной матрицы, решаем СЛАУ и получаем в массиве x очередной 

столбец обратной матрицы, затем записываем его в матрицу A1. 

 

6. Обращение матрицы через элементарные преобразования 

 

Предположим, что мы уже нашли разложение UL и в данный мо-

мент в массиве A находится преобразованная матрица A. Необходимо на 

месте разложения в массиве A вычислить обратную матрицу A1. 
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Пример вычисления обратной матрицы данным способом подробно 

рассмотрен в базовом учебнике на с. 41-46. Смысл алгоритма заключается 

в следующем (пока не учитываем стратегию выбора главного элемента): 

Пусть ULA = . Тогда 111 −−− = LUA . Алгоритм вычисления обратной 

матрицы можно разделить на четыре этапа: 

1) Выполняем подготовку элементов матрицы для вычисления об-

ратной. Для этого вычисляем обратные к элементарным матрицам следу-

ющим образом: в матрице U  меняем знаки на противоположные у всех 

наддиагональных элементов; в матрице L каждый диагональный элемент 

заменяем на обратный по величине, затем полученное число берем с про-

тивоположным знаком и умножаем на каждый поддиагональный элемент. 

2) Вычисляем матрицу, обратную к U , в верхней треугольной ча-

сти массива A (т. к. у данной матрицы единичная диагональ, то у обратной 

матрицы также будет единичная диагональ, и ее можно не хранить в мас-

сиве). 

3) Вычисляем матрицу, обратную к L, в нижней треугольной части 

(вместе с диагональю) массива A. 

4) Перемножаем в одном массиве матрицы 1−U  и 
1−L . Получаем 

искомую матрицу A1. При вычислении нужно правильно задать границы 

изменения индексов для верхней треугольной и нижней треугольной ча-

стей массивов. 

Рассмотрим один из возможных вариантов программной реализации 

пунктов 2), 3), 4).  

Программная реализация пункта 1) является тривиальной. 

2) Программная реализация вычисления матрицы 1−U  в верхней 

треугольной части массива A (т. е. вместо матрицы U  надо получить мат-

рицу 1−U , не используя дополнительные массивы). 

for k=n:(-1):2 

 for i=1:(k-2) 

  for j=k:n 

    A(i,j)=A(i,j)+A(i,k-1)*A(k-1,j); 

  end 

 end 

end 
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3) Программная реализация вычисления матрицы 
1−L  в нижней тре-

угольной вместе с диагональю части массива A (т. е. вместо матрицы L 

надо получить матрицу 
1−L , не используя дополнительные массивы). 

for k=1:(n-1) 

 for i=(k+2):n 

  for j=1:k 

   A(i,j)=A(i,j)+A(i,k+1)*A(k+1,j); 

   for i=j:k 

    A(k+1,j)=A(k+1,j)*A(k+1,k+1); 

   end 

  end 

 end 

end 

 

4) Перемножение двух треугольных матриц 1−U  и 
1−L в одном мас-

сиве: 

for i=1:n 

 for j=1:n 

  if(i<j)  

   sum=0; 

   for k=j:n 

    sum=sum+A(i,k)*A(k,j); 

   end 

  end 

  if(i>=j) 

   sum=A(i,j); 

   for k=i+1:n 

    sum=sum+A(i,k)*A(k,j); 

   end 

  end 

  A(i,j)=sum; 

 end 

end 
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Для того чтобы учесть стратегию выбора главного элемента, необхо-

димо в программном коде обращаться к элементам матрицы A как 

A(p(i),q(j)). Поскольку при факторизации исходной матрицы A использова-

лись перестановки строк и столбцов, в результате вычислений мы получим 

матрицу, обратную к матрице PAQ, где P и Q – матрицы перестановок 

строк и столбцов.  

Следовательно, PLUQAPAQLUULPAQ 11111111 −−−−−−−− === . 

Тогда (i,j)-му элементу обратной матрицы A-1 соответствует элемент 

массива A(p(q1(i)),q(p1(j))), где p1, q1 – вектора обратных перестановок, 

элементы которых вычисляются как p1(p(i))=i и q1(q(j))=j. 

Программная реализация остальных вариантов разложения может 

быть построена с помощью модификации приведенного программного кода. 

 

Тестовые задачи для отладки программного кода можно найти в ба-

зовом учебнике на с. 160-177. 

 

7. Эксперимент 1 «Решение СЛАУ для случайных матриц» 

 

Требуется написать функцию для проведения первого эксперимента 

с целью исследования скорости и погрешности решения СЛАУ. Подробное 

описание эксперимента можно найти в базовом учебнике на с. 49. 

Перед реализацией эксперимента необходимо написать процедуру, 

вычисляющую погрешность решения СЛАУ. 

 

Методика проведения эксперимента: 

 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными 

данными: 

 

Порядок Время Погрешность Теоретическое  

число операций 

Реальное число 

операций 

 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – количества уравнений 

в системе. Число n должно изменяться от 5 до 100 через 5 порядков, т. е. в 

таблице будет 20 строк. 

2) Присвоить n очередное значение.  

3) Заполнить матрицу A случайными числами и сгенерировать век-

тор b в соответствии с заданием 1. 
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4) Выполнить факторизацию матрицы A в соответствии с задани-

ем 2. 

5) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 3. 

6) Подсчитать теоретическое число операций умножения и деления 

по формуле n3/3. 

7) Подсчитать реальное число операций умножения и деления с по-

мощью специальных счетчиков, которые добавляются в функции фактори-

зации и решения. 

8) Подсчитать скорость решения задачи как сумму времени, затра-

ченного на разложение матрицы, и времени решения СЛАУ. 

Сделать это можно с помощью функций tic и toc: 

 tic 

 <операция 1> 

 ... 

 <операция n> 

 time = toc; %затраченное время 

или воспользоваться другими стандартными функциями рабо-

ты со временем, например, clock или etime. 

9) Оценить погрешность решения СЛАУ: 

− Задать точное решение x*. В качестве точного решения нужно 

взять вектор x*=(1, 2, . . . , n)T , где n – размер очередной матри-

цы. 

− Образовать правые части b=Ax*, где матрица A известна из п. 3. 

− Найти решение СЛАУ Ax=b. 

− Вычислить погрешность решения СЛАУ как максимальный 

модуль разности компонент вектора точного решения и векто-

ра найденного решения. 

10) Добавить в таблицу и файл для хранения экспериментальных 

данных полученные экспериментальные данные: порядок n, 

время выполнения, погрешность решения СЛАУ, теоретиче-

ское и реальное число операций.  

Для записи данных в файл можно воспользоваться функцией 

 dlmwrite('file.dat', A,';'), где 'file.dat' – имя файла; A – массив 

данных для записи; ';' – разделитель. 

11) Пункты 2-8 повторить для всех значений n. 

12) Построить следующие графики решения СЛАУ:  
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− зависимость реального и оценочного числа операций от разме-

ра матрицы (для разных графиков использовать разные цвета);  

− зависимость времени решения от размера матриц;  

− зависимость погрешности решения от размера матриц.  

− При построении графиков необходимо использовать данные из 

файла с экспериментальными данными. 

Для чтения экспериментальных данных из файла file.dat вос-

пользуемся функцией  dlmread('file.dat', ';'), где 'file.dat' – имя 

файла; ';' – разделитель. 

 Для построения графиков воспользуемся функцией plot: 

 plot(n, numb, 'g'); %выводит график функции numb(n)- зависи-

мость числа операций от размера матрицы 

 третий параметр функции устанавливает цвет и стиль линий и 

маркеров. В данном случае 'g' (green) задает зеленый цвет гра-

фика. 

13) Проанализировать полученные данные и сделать содержатель-

ные выводы об эффективности и качестве реализованных чис-

ленных методов. 

 

8. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ  

с плохо обусловленными матрицами» 

 

Написать реализацию второго эксперимента для исследования скоро-

сти и погрешности решения СЛАУ в случае, когда матрица A является пло-

хо обусловленной. Подробное описание эксперимента можно найти в базо-

вом учебнике на с. 49. Перед проведением эксперимента написать функцию, 

вычисляющую погрешность решения СЛАУ (см. эксперимент 1). 

 

Методика проведения эксперимента:  

 

Для каждой из 10 плохо обусловленных матриц на (см. ниже с. 37-

38) выполнить следующее:  

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными 

данными: 

Порядок Время Погрешность Теоретическое 

число операций 

Реальное число 

операций 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – количества уравнений 

в системе. Если матрица A имеет фиксированный размер (матрицы с номе-
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рами 2, 3, 6, 10), тогда n равно размеру матрицы, и в таблице будет только 

одна строка. Если порядок матрицы не фиксирован (матрицы с номерами 

1, 4, 5, 7, 8, 9), тогда число n должно изменяться от 4 до 40 через 4 порядка, 

т. е. в таблице будет 10 строк. 

2) Присвоить n очередное значение.  

3) Заполнить матрицу A в соответствии с ее номером и сгенериро-

вать вектор b в соответствии с заданием 1 (для заданной матри-

цы!).  

4) Выполнить факторизацию матрицы A в соответствии с задани-

ем 2. 

5) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 3. 

6) Подсчитать теоретическое число операций умножения и деле-

ния по формуле n3/3. 

7) Подсчитать реальное число операций умножения и деления с 

помощью специальных счетчиков, которые добавляются в 

функции факторизации и решения. 

8) Подсчитать скорость решения задачи как сумму времени, затра-

ченного на разложение матрицы, и времени решения СЛАУ (см. 

эксперимент 1, п. 8). 

9) Оценить погрешность решения СЛАУ так же, как в эксперимен-

те 1. 

10) Добавить в таблицу и файл для хранения экспериментальных 

данных полученные экспериментальные данные (см. экспери-

мент 1, п. 10): порядок n, время выполнения, погрешность ре-

шения СЛАУ, теоретическое и реальное число операций. 

11) Пункты 2-8 повторить для всех значений n. 

12) Построить следующие графики решения СЛАУ:  

− зависимость реального и оценочного числа операций от поряд-

ка матрицы (для разных графиков использовать разные цвета);  

− зависимость времени решения от порядка матриц;  

− зависимость погрешности решения от порядка матриц.  

Для построения графиков необходимо использовать данные из тек-

стового файла (см. эксперимент 1, п. 12). 

13) Проанализировать полученные данные и сделать содержатель-

ные выводы об эффективности и качестве реализованных чис-

ленных методов. 
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Список плохо обусловленных матриц для эксперимента 2 

 

1. Матрица Гильберта: 

aij = 1/(i + j – 1) 

 

2. Матрица A с элементами: 

aii = 1 для i = 1, 2, ..., 20; 

aii+1 = 1 для i = 1, 2, ..., 19; 

aij = 0 для остальных значений i и j. 

 

3. A = 





























101095765

101087787

98109886

57911975

77891087

68878124

5765745

 

 
4. Матрица A с элементами: 

aii =  0.01/(n – i + 1)/(i +1); 

aij = 0 для i < j; 

aij = i (n – j) для i > j. 

 

5. Матрица A с элементами: 

aii  = 0.01/(n – i + 1)/(i + 1); 

aij = j (n – i) для i < j; 

aij = i (n – j) для i > j. 

 

6. A =  


















RSTT

SRST

TSRS

TTSR

,         R= 








− 



ctgec

ecctg

cos

cos
, 

S= 








+−

−





ctgec

ecctg

1cos

cos1
,      T= 









11

11
. 
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Вычисления проводить при θ близких к нулю или π. 

 

7. Матрица с параметром α: 

aii = α|n–2i|/2; 

a1j = aj1 = a11 /α
 j; 

anj = ajn = ann /α
 j; 

aij = 0 для остальных значений i и j. 

 

8. aij = e i·j·h. 

Вычисления проводить при h близких к нулю или 1000. 

 

9. aij = c+log2(i j). 

Вычисления проводить при больших c. 

 

10.  



























=

−

−

−

−

4

4

4

4

107123.07165.06123.08017.0

0109504.08143.07943.0

00107156.08762.0

000109143.0

A

 

 

 

9. Эксперимент 3 «Обращение случайных матриц» 

 

Реализовать третий эксперимент для исследования скорости и по-

грешности алгоритмов обращения матриц. Подробное описание экспери-

мента можно найти в базовом учебнике на с. 49-50.  

Перед реализацией эксперимента написать процедуру, вычисляю-

щую погрешность найденной обратной матрицы. Формулы (2.19), (2.20) на 

с. 49, 50 базового учебника позволяют вычислить погрешность обращения 

матрицы A. Для этого необходимо, в соответствии с формулами, сначала 

умножить исходную матрицу на найденную обратную и вычесть результат 

из единичной матрицы, затем найти норму найденной разности и поделить 

ее на норму исходной матрицы. Норма матрицы вычисляется по формуле 

(2.20) из базового учебника – это максимальная сумма модулей элементов 

строк. 
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Методика проведения эксперимента: 

 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными 

данными: 

 

Порядок Время 

I 

Время 

 II 

По-

греш-

ность I 

Погреш-

ность II 

Реальное 

число  

операций 

I 

Реальное 

число  

операций 

II 

Теорети-

ческое  

число 

операций 

 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – размера матрицы. 

Число n должно изменяться от 5 до 100 через 5 порядков, т. е. в таблице 

будет 20 строк. 

2) Присвоить n очередное значение.  

3) Заполнить матрицу A случайными числами в соответствии с за-

данием 1.  

4) Сохранив предварительно копию исходной матрицы A, выпол-

нить ее факторизацию в соответствии с заданием 2. 

5) Найти обратную матрицу первым способом в соответствии с за-

данием 5. 

6) Подсчитать скорость обращения матрицы (см. эксперимент 1) 

первым способом. 

7) Найти погрешность вычисления обратной матрицы. 

8) Найти обратную матрицу вторым способом в соответствии с за-

данием 6. 

9) Подсчитать скорость обращения матрицы (см. эксперимент 1) 

вторым способом. 

10) Найти погрешность вычисления обратной матрицы. 

11) Подсчитать теоретическое число операций умножения и деления 

по формуле n3. 

12) Подсчитать реальное число операций умножения и деления с по-

мощью специальных счетчиков, которые добавляются в функции 

факторизации и обращения первым и вторым способами. 

13) Добавить в таблицу полученные экспериментальные данные: по-

рядок n, время и погрешность обращения первым и вторым спо-

собами, теоретическое и реальное число операций при обраще-

нии первым и вторым способами. 

14) Пункты 2-8 повторить для всех значений n. 
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15) Построить следующие графики для обращения матриц: 

11. зависимость реального и оценочного числа операций от размера 

матрицы (для разных графиков использовать разные цвета);  

12. зависимость времени обращения первым и вторым способом от 

размера матрицы; 

13. зависимость погрешности обращения первым и вторым способом 

от размера матрицы (см. эксперимент 1). 

16) Проанализировать полученные данные и сделать содержательные 

выводы об эффективности и качестве реализованных численных 

методов. 
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4 Лабораторный проект № 2 «Разложения Холесского» 
 

Перед выполнением лабораторного проекта рекомендуем подробно 

ознакомиться с материалом базового учебника, с. 90-106. 

 

4.1 Теория 

 

Разложением Холесского принято называть любое из следующих 

представлений положительно определенной матрицы P: 
TLLP = , 

TLDLP = , TUUP = , TUDUP = , где L – нижняя треугольная матрица с 

положительными элементами на диагонали, U – верхняя треугольная мат-

рица с положительными элементами на диагонали, L  – нижняя треуголь-

ная матрица с единичными элементами на диагонали, D – диагональная 

матрица с положительными элементами на диагонали, U  – верхняя тре-

угольная матрица с единичными элементами на диагонали. 

 

Два варианта разложения Холесского LLT и 
TLDL  с немедленными 

модификациями (в каждом алгоритме объединены оба разложения, изме-

нения, которые относятся к 
TLL -разложению, заключены в скобки): 

1) kij-алгоритм 

(l11 = p11
1/2) 

Для k=1 до n–1 

 Для i=k+1 до n 

  lik = pik /pkk 

  (lik = pik /lkk) 

  Для j=k+1 до i 

   pij = pij – likpjk 

   pij = pij – likljk 

 (lk+1,k+1=pk+1,k+1
1/2) 

2) kji-алгоритм 

(l11 = p11
1/2) 

Для k=1 до n–1 

 Для s=k+1 до n 

  lsk = psk /pkk (psk /lkk) 

 Для j=k+1 до n 

  Для i=j до n 

   pij = pij – likpjk 

   (pij = pij – likljk) 

 (lk+1,k+1 = pk+1,k+1
1/2) 

 

Четыре варианта разложения Холесского LLT и 
TLDL  с отложен-

ными модификациями (в каждом алгоритме объединены оба разложения, 

изменения, которые относятся к LLT-разложению, заключены в скобки): 
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3) jki-алгоритм 

(l11 = p11
1/2) 

Для j=2 до n 

 Для s=j до n 

  ls,j–1 = ps,j–1 /pj–1,j–1 

  (ls,j–1 = ps,j–1 /lj–1,j–1) 

Для k=1 до j–1 

 Для i=j до n 

  pij = pij – likpjk 

4) jik-алгоритм 

(l11 = p11
1/2) 

Для j=2 до n 

 Для s=j до n 

  ls,j–1 = ps,j–1 /pj–1,j–1 

  (ls,j–1 = ps,j–1 /lj–1,j–1) 

 Для i=j до n 

  Для k=1 до j–1 

   pij = pij –likpjk 

   (pij = pij –likljk) 

 (ljj = pjj
1/2) 

  

5) ikj-алгоритм 

(l11 = p11
1/2) 

Для i=2 до n 

 Для k=1 до i–1 

  lik = pik /pkk 

    (lik = pik /lkk) 

  Для j=k+1 до i 

   pij = pij – likpjk 

    (pij = pij – likljk) 

 (lii = pii
1/2) 

6) ijk-алгоритм 

(l11 = p11
1/2) 

Для i=2 до n 

 Для j=2 до i 

  li,j–1 = pi,j–1 /pj–1,j–1 

   (li,j–1 = pi,j–1 /lj–1,j–1) 

  Для k=1 до j–1 

   pij = pij – likpjk 

    (pij = pij – likljk) 

 (lii = pii
1/2) 

 

Приведенные алгоритмы LLT и 
TLDL -разложений Холесского полу-

чены из соответствующих ijk-алгоритмов UL -разложения матрицы A 

(см. подраздел 3.5 базового учебника). Для получения UUT и TUDU -

разложений Холесского матрицы A удобно исходить из LU -разложения 

матрицы A, если для него предварительно построить ijk-алгоритмы. Необ-

ходимо учесть, что LU -разложение соответствует обратному порядку ис-

ключения переменных и модификация системы уравнений начинается с 

последней переменной последнего уравнения. 

 

Разложение Холесского: алгоритмы окаймления 

 

Для разложения Холесского в любых его вариантах существует еще 

один класс алгоритмов – так называемые матрично-векторные алгоритмы, 
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объединенные идеей окаймления. Построение этих алгоритмов базируется 

на блочном перемножении матриц, участвующих в разложении. 

Покажем, каким образом получаются такие матрично-векторные ал-

горитмы на примере LLT-разложения Холесского. Аналогичным образом 

можно самостоятельно построить родственные алгоритмы для других трех 

вариантов разложения. 

Поделим все матрицы на блоки, выделяя в каждой матрице j-ую 

строку и j-ый столбец. Тем самым разложение P = LLT будет представлено 

в блочной форме: 


































=




















T

T
jj

TT

jj
TT

jj
T

L

dl

LcL

LdL

lc

L

PbP

bpa

PaP

j

jjj

33

3111

3331

11

3331

1311

 

Фрагменты j-ой строки и j-го столбца обозначены как векторы-

столбцы выделенными символами a, b, c и d, а заглавные буквы обознача-

ют матрицы. Нулевые элементы треугольных матриц не показаны. 

Перемножение матриц, выполняемое поблочно, дает девять соотно-

шений относительно блочных элементов матриц P и L. Пользуясь этим, 

рассмотрим два основных способа разложения матрицы P методом окайм-

ления. 

 

Окаймление известной части разложения 

 

Из указанных девяти соотношений возьмем только те, которые 

окаймляют блок TLLP 111111 = , считая, что в этой части разложение уже сде-

лано, т. е. блок L11 уже вычислен. 

В силу симметрии P из трех окаймляющих произведений имеем 

только два: 

 a = L11c и pjj = cTc + ljj
2 

Отсюда сначала находим c как решение нижнетреугольной системы 

уравнений L11c = a; затем находим ljj =(pjj –cTc)1/2. 
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Строчный алгоритм окаймления известной части LLT-разложения: 

 

1111 pl =
 

Для j=2 до n 

 Для k=1 до j–1 

  ljk = pjk /lkk 

  Для i=k+1 до j 

   pji = pji – ljklik 

jjjj pl =
 

 

 

Алгоритм скалярных произведений окаймления известной части  

LLT-разложения: 

 

1111 pl =
 

Для j=2 до n 

 Для i=2 до j 

  lj,i–1 = pj,i–1/li–1,i–1 

  Для k=1 до i–1 

   pji = pji – ljklik 

jjjj pl =  

 

 

Окаймление неизвестной части разложения 

 

Из указанных девяти соотношений возьмем те, которые окаймляют 

блок P33, считая, что до этого блока разложение уже сделано, т. е. что бло-

ки L11, L31 и c уже найдены. В силу симметрии P из трех окаймляющих 

произведений имеем только два: pjj = cTc + ljj
2 и b = L31c + d ljj. 

Отсюда сначала находим ljj = (pjj – cTc)1/2; затем d = (b – L31c)/ljj. 
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Алгоритм линейных комбинаций окаймления неизвестной части  

LLT-разложения: 

 

Для j=1 до n 

 Для k=1 до j–1 

  pjj = pjj – ljk ljk 

 jjjj pl =  

 Для k=1 до j–1 

  Для i=j+1 до n 

   pij = pij – lik ljk 

 Для s=j+1 до n 

  lsj = psj /ljj 

 

Алгоритм скалярных произведений окаймления неизвестной ча-

сти LLT-разложения: 

 

Для j=1 до n 

 Для i=j+1 до n 

  Для k=1 до j–1 

   pjj = pjj – ljk ljk 

  jjjj pl =  

  Для s=j+1 до n 

   lsj = psj / ljj 

 

 

4.2 Задание на лабораторный проект 

 

1. Система меню для взаимодействия пользователя с программой. 

2. Функция генерации ПО-матрицы P. 

3. Функция разложения Холесского. 

4. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений. 

5. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений с 

ленточной матрицей P. 

6. Эксперимент 1 «Количество арифметических операций». 

7. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ с заполненной матрицей P». 

8. Эксперимент 3 «Решение СЛАУ с разреженной матрицей P». 
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Варианты заданий на лабораторный проект № 2 

 

 
где a – строчный алгоритм, b – алгоритм скалярных произведений, c – ал-

горитм линейных комбинаций. 

 

С учетом положительной определенности матрицы P, процедура вы-

бора главного элемента, а также процедуры перестановки строк и столбцов 

матрицы P отсутствуют как для заполненных, так и для разреженных мат-

риц. 

 

4.3 Методические рекомендации и примеры 

 

1. Система меню для взаимодействия пользователя с программой 

См. лабораторный проект № 1, задание 1. 

Необходимо также реализовать сервисные подпрограммы: демон-

страция разложения на экране, подпрограмма контроля правильности раз-

ложения. 

 

2. Функция генерации ПО-матрицы P 

Для заполнения матрицы P нужно задать случайные числа из диапа-

зона от –100 до 100. Поскольку матрица P симметрическая, достаточно 

хранить только нижнюю (или верхнюю) треугольную часть этой матрицы 

вместе с диагональю. 

Заполненная матрица P 

Для строчного хранения заполненной симметрической матрицы раз-

мера n требуется одномерный массив размера n(n+1)/2. Хранить элементы 

можно как по строкам, так и по столбцам. Положение (i, j)-го элемента 

матрицы P в массиве можно определить по формуле k=(i–1)i/2+j. 

Для генерации ПО-матрицы P необходимо: 
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1) Заполнить треугольную часть матрицы P, т. е. элементы pij , где i > j: 

2) Заполнить диагональ. В качестве диагонального элемента pii, 1in, 

нужно выбрать случайное число из интервала 

,101,1











++ 

 ij
ij

ij
ij pp  

Рассмотрим один из возможных вариантов генерации заполненной 

матрицы P (для хранения по строкам): 

%генерируем внедиагональные элементы матрицы (n - размерность) 

вычисляем сумму элементов матрицы для j~=i: 

%вычисляем сумму элементов матрицы для j?i: 

sum=zeros(n); 

for j=1:(n-1) 

    for i=(j+1):n 

        A(i,j)=randi([-100,100],1,1); 

        A(j,i)=A(i,j); 

    end 

end 

  

for i=1:n 

    for j=1:n 

        if i~=j 

           sum(i)=sum(i)+abs(A(i,j)); 

        end 

    end 

end 

%выделяем память под массив для хранения матрицы P 

P=zeros(1,(n*(n+1)/2)); 

ch=1;%счетчик 

%Заполняем массив для хранения нижней треугольной части матри-

цы P по строкам: 

for i=1:n 

    for j=1:i 

        if (i==j) %если элемент диагональный, то 

               P(ch)=randi([sum(i)+1,sum(i)+101],1,1); 

%выбираем случайное число из интервала 
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        else 

            P(ch)=A(i,j); 

        end 

        ch=ch+1; 

    end 

end 

P 

clear A; %очищаем память 

Если матрица P разреженная 

Для хранения разреженной матрицы P потребуется два одномерных 

массива. Хранить элементы можно как по строкам, так и по столбцам. При 

строчном варианте хранения в массиве a хранятся построчно элементы 

матрицы от первого ненулевого до диагонального включительно. В масси-

ве b на i-ом месте стоит положение i-го диагонального элемента матрицы P 

в массиве a. 

Для случайного заполнения нижней или верхней треугольно части 

разреженной ленточной матрицы P необходимо использовать следующий 

алгоритм: 

а) в случае заполнения нижней треугольной части матрицы P в i-ой 

строке, i = 2, 3, . . . , n, случайным образом определить количество 

ненулевых элементов (от 1 до 10), их местоположение (номер 

столбца oт max{1,i–50} до i–1) и значение (ненулевые целые чис-

ла, лежащие в интервале от –100 до 100);  

б) при заполнении верхней треугольной части матрицы P применять 

тот же алгоритм, что и в п. а), с той лишь разницей, что номер 

столбца лежит в интервале от i+1 до min{i+50,n};  

в) диагональный элемент в i-ой строке, i = 1, 2, . . . , n, определить 

случайным образом на интервале  

.101,1











++ 
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Положение (i, j)-го элемента матрицы P в массиве a можно опреде-

лить по следующему алгоритму:  

1) Сначала вычисляем k=b(i)–(i–j).  

2) Затем, если k > b(i–1), то этот элемент стоит на k-ом месте.  

3) В противном случае (i, j)-ый элемент стоит левее первого ненуле-

вого элемента i-ой строки, поэтому он равен нулю и в массиве a 

не хранится.  
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Способ хранения по столбцам строится аналогичным образом, но в 

этом случае следует хранить все элементы от диагонального до последнего 

ненулевого элемента столбца включительно. 

 

3. Функция разложения Холесского 

Подробное описание алгоритмов Холесского можно найти в базовом 

учебнике на с. 96-101. 

В лабораторном проекте все вычисления должны проводиться в од-

ном и том же массиве. Это значит, что элементы матрицы P должны заме-

щаться элементами матрицы L, U или D (в зависимости от варианта разло-

жения) по мере вычисления последних. Замещения могут происходить сра-

зу, а могут откладываться до того момента, когда элементы матрицы P 

станут ненужными для дальнейших вычислений. 

Рассмотрим реализацию на примере kij-алгоритма разложения 
T

LDL   

(базовый учебник, с. 97): 

Для k=1 до n–1 

 Для i=k+1 до n 

  lik=pik /pkk 

  Для j=k+1 до i 

   pij=pij–lik pjk 

 

Рассмотрим один из возможных способов реализации данного алго-

ритма. Пусть в одномерном массиве P хранится нижняя треугольная часть 

ПО-матрицы P. Замещение элементов матрицы P элементами матрицы L 

будет происходить сразу при их вычислении. 

Заменим 3-ю строку lik=pik/pkk на pik=pik/pkk. Соответственно, заменим 

5-ую строку, подставив pik вместо lik и умножив pjk на pkk:  

pij=pij–likpjk=pij–pikpjkpkk. 

Для обращения к (i,j)-му элементу будем пользоваться формулой  

k=(i–1)i/2+j. 

for k=1:(n-1) 

    for i=(k+1):n 

            ik=((i-1)*i/2)+k; 

            kk=((k-1)*k/2)+k; 

            P(ik)=P(ik)/P(kk); 

           for j=(k+1):i 

                ij=((i-1)*i/2)+j; 
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                jk=((j-1)*j/2)+k; 

                P(ij)=P(ij)-P(ik)*P(jk)*P(kk); 

            end 

    end 

end 

В результате выполнения алгоритма получим нижнюю треугольную 

матрицу P с положительными элементами на диагонали. 

Матрицу L  найдем из получившейся матрицы P, заменив все диаго-

нальные элементы единицами, диагональную матрицу D – заполнив ее 

диагональ диагональными элементами матрицы P. 

 

4. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений 

Рассмотрим детали реализации алгоритма нахождения решения 

СЛАУ по разложению Холесского. Решение будем искать в два этапа. Но 

сначала приведем математическое обоснование для варианта 
TLDL -

разложения: 

.)()( xzxLyDzxLzfLyyxLDfxLDLfPx TTTT =======

Аналогичная цепочка вычислений получается и для других видов разло-

жения. Рассмотрим реализацию алгоритма решения СЛАУ на примере 
TLDL -разложения. 

Первый проход: известны матрица L  и вектор f, находим неизвест-

ный вектор y с помощью прямой подстановки: 

% метод прямой подстановки (скалярных произведений) 

    for i=1:n 

            sum=0;  

        if (i>1) 

                for j=1:(i-1) 

                    ij=((i-1)*i/2)+j; 

                    sum=sum+L(ij)*y(j); 

                end 

        end 

            y(i)=f(i)-sum; 

    end 

Второй проход: находим произведение матриц Dz=y. Известен век-

тор y и матрица D. Находим неизвестный вектор z: 
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for k=1:n 

    kk=((k-1)*k/2)+k; 

    z(k)=y(k)/P(kk); 

end 

% Найденное решение находится в массиве z 

Третий проход: известны матрица L  и вектор z, находим искомый 

вектор x с помощью обратной подстановки: 

%метод обратной подстановки (скалярных произведений) 

    for i=n:-1:1 

            sum=0; 

        if (i<n) 

                for j=i+1:n 

                    ij=((i-1)*i/2)+j; 

                    sum =sum+P(ij)*x(j); 

                end 

        end 

            x(i)=z(i)-sum; 

    end 

% Найденное решение находится в массиве x 

 

5. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений с 

ленточной матрицей P 

Для решения СЛАУ с ленточной матрицей можно воспользоваться 

алгоритмом, указанным в п. 4. Для определения положения элемента в од-

номерном массиве воспользоваться алгоритмом, описанным в п. 2. 

Тестовые задачи для отладки программного кода можно найти в ба-

зовом учебнике на с. 163-185. 

6. Эксперимент 1 «Количество арифметических операций» 

Написать реализацию первого эксперимента для исследования коли-

чества арифметических операций. Описание эксперимента можно найти в 

базовом учебнике на с. 103. 

Методика проведения эксперимента: 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными дан-

ными: 
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Порядок  

матрицы 

Квадратные корни Умножение и деление 

а б в а б в 

 

где а, б, в означает способ вычисления количества арифметических 

операций: а – фактическое, б – теоретически точное, в – теоретиче-

ски приближенное.  

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – порядка матрицы. 

Число n должно изменяться от 5 до 100 через 5 порядков, т. е. в таблице 

будет 20 строк. 

2) Присвоить n очередное значение.  

3) Сгенерировать матрицу P в соответствии с заданием 2.  

4) Выполнить разложение матрицы P в соответствии с заданием 3.  

5) Подсчитать фактическое число операций извлечения  квадратного 

корня, умножения и деления с помощью специальных счетчиков, ко-

торые добавляются в функцию разложения. 

6) Подсчитать теоретически точное число операций извлечения квад-

ратного корня (равное n – размерности ПО-матрицы P), операций 

умножения и деления (равное, например, для 
TLDL -разложения 


=

+−+−−
n

i

iiin
1

)1)1()1)((( ) в зависимости от размерности матрицы n. 

7) Подсчитать теоретически приближенное число операций извлечения 

квадратного корня (равное n – размерности ПО-матрицы P), опера-

ций умножения и деления (равное n3/6) в зависимости от n при  

n →∞. 

8) Добавить в таблицу полученные экспериментальные данные: поря-

док n, фактическое, теоретически точное и теоретически приближен-

ное число операций извлечения квадратного корня, умножения и де-

ления. 

7. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ с заполненной матрицей P» 

Реализовать второй эксперимент для исследования скорости и по-

грешности решения СЛАУ в случае, когда матрица P является заполнен-

ной. Описание эксперимента можно найти в базовом учебнике на с. 103-

105.  

Перед проведением эксперимента необходимо написать процедуру, 

вычисляющую погрешность решения СЛАУ. 

В данный проект следует включить программный код, созданный 

ранее в проекте № 1, для того, чтобы иметь возможность сравнить метод 
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Холесского с методом Гаусса по времени выполнения и по погрешности 

вычислений. 

 

Методика проведения эксперимента: 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными 

данными: 

 

Порядок 

матрицы 

Время Погрешность 

метод  

Гаусса 

метод  

Холесского 

метод  

Гаусса 

метод  

Холесского 

 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – порядка матрицы. 

Число n должно изменяться от 5 до 100 через 5 порядков, т. е. в таблице 

будет 20 строк. 

2) Присвоить n очередное значение.  

3) Заполнить матрицу P случайными числами в соответствии с за-

данием 2 и сгенерировать вектор b.  

4) Выполнить разложение матрицы P в соответствии с заданием 3. 

5) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 4. 

6) Подсчитать скорость решения задачи как сумму времени разло-

жения матрицы и времени решения СЛАУ. 

Сделать это можно с помощью функций tic и toc: 

tic 

            <операция 1> 

            ... 

            <операция n> 

time = toc; %затраченное время 

Можно также воспользоваться другими стандартными функциями 

работы со временем, например, clock или etime.  

7) Оценить погрешность решения СЛАУ: 

- Задать точное решение x*. В качестве точного решения взять 

вектор x*=(1, 2, . . . , n)T , где n – порядок матрицы. 

- Образовать правые части f = Px*, матрица P известна из п. 3. 

- Найти решение СЛАУ Px=f. 

- Вычислить погрешность решения СЛАУ как максимальный мо-

дуль разности компонента вектора точного решения и вектора 

найденного решения. 
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8) Добавить в таблицу полученные экспериментальные данные для 

разложения Холесского и для метода Гаусса (использовать дан-

ные лабораторного проекта № 1): порядок n, время выполнения, 

погрешность решения СЛАУ. 

9) Записать в файл полученные экспериментальные данные для раз-

ложения Холесского: порядок n, время выполнения, погрешность 

решения СЛАУ. 

10) Пункты 2-9 повторить для всех значений n. 

11) Построить графики решения СЛАУ с заполненной матрицей P:  

- зависимость времени решения от порядка матриц для методов 

Гаусса и Холесского;  

- зависимость погрешности решения от порядка матриц для мето-

дов Гаусса и Холесского. 

12) Сравнить полученные данные со своим вариантом из лабора-

торного проекта № 1. 

13) Проанализировать полученные данные и сделать содержатель-

ные выводы об эффективности и качестве реализованных чис-

ленных методов. 

 

8. Эксперимент 3 «Решением СЛАУ с разреженной матрицей P» 

Написать реализацию третьего эксперимента для исследования ско-

рости и погрешности решения СЛАУ в случае, когда матрица P является 

разреженной. Описание эксперимента можно найти в базовом учебнике на 

с. 104, 105.  

Перед проведением эксперимента необходимо написать процедуру, 

вычисляющую погрешность решения СЛАУ (взять из лабораторного про-

екта № 1). 

 

Методика проведения эксперимента: 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными 

данными: 

Порядок 

матрицы 

Время Погрешность 

Заполненная  

матрица 

Разреженная 

матрица 

Заполненная  

матрица 

Разреженная 

матрица 

Для каждого текущего значения n порядка матрицы P необходимо 

решать две системы: одну – с заполненной матрицей P (см. п. 5 задания), 

другую – с разреженной матрицей P (см. п. 7 задания). 



55 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – количества уравнений 

в системе. Число n должно изменяться от 100 до 200 через 5 порядков, т. е. 

в таблице будет 21 строка. 

2) Присвоить n очередное значение.  

3) Заполнить случайными числами заполненную матрицу P в соот-

ветствии с заданием 1. Сгенерировать вектор f. 

4) Выполнить разложение матрицы P в соответствии с заданием 3. 

5) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 4. 

6) Подсчитать скорость решения задачи так же, как и в эксперимен-

те 2 с заполненной матрицей. 

7) Оценить погрешность решения СЛАУ так же, как и в экспери-

менте 2. 

8) Добавить в таблицу полученные экспериментальные данные: по-

рядок n, время выполнения, погрешность решения СЛАУ.  

9) Записать в файл полученные экспериментальные данные: порядок 

n, время выполнения, погрешность решения СЛАУ.  

10) Заполнить разреженную ленточную матрицу P случайными 

числами в соответствии с заданием 2. 

11) Выполнить разложение матрицы P в соответствии с заданием 3. 

12) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 4. 

13) Подсчитать скорость решения задачи так же, как и в экспери-

менте 2 с заполненной матрицей. 

14) Оценить погрешность решения СЛАУ: 

- Задать точное решение x*. В качестве точного решения взять 

вектор x*=(1, 2,. . . , n)T , где n – порядок матрицы. 

- Вычислить правые части f = Px*. 

- Найти решение СЛАУ Px=f. В случае, если при решении си-

стемы Px=f выяснится, что матрица P вырождена (плохо обу-

словлена), то сгенерировать новую матрицу того же порядка и 

решить систему линейных алгебраических уравнений с новой 

матрицей P и новой правой частью f. 

- Вычислить погрешность решения СЛАУ как максимальный 

модуль разности компонентов вектора точного решения и век-

тора найденного решения. 

15) Добавить в таблицу полученные экспериментальные данные: 

порядок n, время выполнения, погрешность решения СЛАУ.  

16) Записать в файл полученные экспериментальные данные: поря-

док n, время выполнения, погрешность решения СЛАУ.  
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17) Пункты 2-15 повторить для всех значений n. 

18) Построить следующие графики решения СЛАУ с разреженной 

матрицей P:  

- зависимость времени решения от порядка матриц для обычно-

го метода Холесского и для метода с учетом разреженности 

матрицы P;  

- зависимость погрешности решения от порядка матриц для 

обычного метода Холесского и для метода с учетом разрежен-

ности матрицы P.  

При построении графиков использовать данные из файла. 

19) Проанализировать полученные данные и сделать содержатель-

ные выводы об эффективности и качестве реализованных числен-

ных методов. 
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5 Лабораторный проект № 3  

«Ортогональные преобразования» 
 

Перед выполнением лабораторного проекта рекомендуем подробно 

ознакомиться с материалом базового учебника, с. 107-140. 

 

5.1 Теория 

 

Алгоритмы отражений Хаусхолдера 

 

Рассмотрим разложение вида TA=R, где A – матрица размера mn,  

T – матрица отражений Хаусхолдера, R – верхняя треугольная матрица. 

1. Столбцово-ориентированный  

алгоритм Хаусхолдера: 

2. Строчно-ориентированный  

алгоритм Хаусхолдера: 

Для k=1 до min(m–1,n) 
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Алгоритмы вращений Гивенса 

 

Рассмотрим разложение вида PA=R, где A – матрица размера mn,  

P – матрица вращений Гивенса, R – верхняя треугольная матрица. 

1. Столбцово ориентированная  

схема Гивенса: 

2. Строчно ориентированная  

схема Гивенса: 

Для j=1 до min(m–1, n) 

 rj:=ajj 

 Для i=j+1 до m 

    a:=rj; b:=aij 

    получить (r, c, s, ζ) из (a, b) 

  (ajj ≜ rj):=r 

  (aij ≜ ζj,i):=ζ 

  cj,i:=c; sj,i:=s 

 Для s=j+1 до n 

  Для i=j+1 до m 

   α=cj,iajs+sj,iais 

   ais=–sj,iajs+cj,iais 

   ajs :=α 

Для j=1 до min(m–1,n) 

 Для i=j+1 до m 

   a:=ajj; b:=aij 

    получить (r, c, s, ζ) из (a, b) 

  (ajj ≜ rj):=r 

  (aij ≜ ζj,i):=ζ 

  Для s=j+1 до n 

   α=cajs+sais 

   ais=–sajs+cais 

   ajs:= α 

 

Процедура вычисления (r, c, s, ζ) из (a, b): 
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Процедура получения (c, s) из ζ (восстановление косинуса и синуса 

угла поворота по величине ζ): 
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Процедура вычисления вектора y (вычисление вектора y теми преоб-

разованиями Pj,i произвольного вектора 
mRz , которые сохранены в рабо-

чих признаках ζj,i и восстанавливаются из них): 

Для j=1 до min(m-1,n) 

 Для i=j+1 до m 

  получить (c, s) из ζj,i 

  α=cyjj+syij 

  yij=–syjj+cyij 

  yjj:= α 

 

Ортогонализация Грама-Шмидта 

 

Ортогонализацией Грама-Шмидта называют вычисление по матрице 

A такой ортогональной матрицы Q и верхней треугольной матрицы R, что 

A=QR. 

Классическая Грама-Шмидта Ортогонализация (ГШО) 

Этот вариант алгоритма предполагает вычисление ненулевых эле-

ментов матрицы R по столбцам, начиная с самого короткого (одноэле-

ментного) столбца. 

Для k=1 до n 

    rik=ak
Tqi,  i=1,2,…, k–1, 

 v=ak–
−

=

1

1

,
k

i
iikqr  

    rkk=(vTv)1/2, 

qk=v/rkk . 

Модифицированная ГШО (МГШО) 

В этом варианте ненулевые элементы матрицы R вычисляются по 

строкам, начиная с самой длинной (состоящей из n элементов) строки. 

Для k=1 до n 

 rkk=||ak||=(ak
Tak)

1/2, 

 ak=ak /rkk , 

 Для j=k+1 до n 

  rkj=aj
Tak , 

  aj=aj–rkjak . 
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МГШО с выбором ведущего вектора 

Этот вариант МГШО-алгоритма использует стратегию выбора веду-

щего вектора. В качестве очередного, подлежащего ортогонализации век-

тора, выбирается тот из оставшихся столбцов матрицы A, который имеет 

наибольшую длину (евклидову норму). Хотя эта стратегия требует допол-

нительных вычислительных затрат, в некоторых плохо обусловленных за-

дачах она так же полезна, как и выбор главного элемента в методе Гаусса. 

 

Для k=1 до n 

 q(k)=k, 

Для k=1 до n 

 Для s=k до n 

  Найти № l, для которого ||aq(l)||=maxs||aq(l)||, 

 Переставить номера: q(k)↔q(l), 

 rq(k),q(k)=||aq(k)||=(aq(k)
Taq(k))

1/2, 

 aq(k)=aq(k)/rq(k),q(k) , 

 Для j=k+1 до n 

  rq(k),q(j)=aq(j)
Taq(k) , 

  aq(j)=aq(j)–rq(k),q(j)aq(k). 

 

 

5.2 Задание на лабораторный проект 

 

1. Система меню для взаимодействия пользователя с программой. 

2. Функция факторизации матрицы. 

3. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений. 

4. Функция вычисления определителя матрицы. 

5. Функция обращения матрицы через решение системы AX=E на 

основе метода ортогонального преобразования (в соответствии со 

своим вариантом). 

6. Эксперимент 1 «Подсчет количества арифметических операций». 

7. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ». 

8. Эксперимент 3 «Решение СЛАУ для плохо обусловленных мат-

риц». 

9. Эксперимент 4 «Обращение матриц». 
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Варианты заданий 

 

 
a – столбцово-ориентированный алгоритм;  

b – строчно-ориентированный алгоритм;  

c – классическая схема;  

d – модифицированная схема;  

e – модифицированная схема с выбором ведущего вектора. 

Различные варианты заполнения матрицы R получаются изменением 

порядка действий в рассмотренных алгоритмах. 

 

 

5.3 Методические рекомендации и примеры 

 

1. Система меню для взаимодействия пользователя с программой 

См. лабораторный проект № 1 п. 1. 

Предусмотреть предупреждение о невозможности решения указан-

ных задач из-за присутствия (почти) линейно зависимых векторов среди 

столбцов матрицы A (в пределах ошибок округления ЭВМ или другого, за-

ранее определенного критерия). 

 

2. Функция факторизации матрицы 

Подробное описание алгоритмов факторизации можно найти в базо-

вом учебнике. 

Рассмотрим возможную реализацию функции факторизации на при-

мере столбцово-ориентированного алгоритма отражения Хаусхолдера для 

варианта заполнения матрицы Rne  (подробное описание алгоритма можно 

найти на с. 116 базового учебника). 
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A=randi([-10 10], m, n);%генерируем матрицу A 

function [ A, s]=cHouseholder( A ) 

[m,n]=size(A); 

s=zeros(1,min(m-1,n));%генерируем вектор s 

for k=1:(min(m-1,n)) 

    %вычисляем s_k 

    s(k)=-sign(A(k,k))*sqrt(A(k:m,k)'*A(k:m,k)); 

%вычисляем u (u замещает столбцы из нижней треугольной части 

матрицы A) 

    A(k,k)=A(k,k)-s(k); 

    %вычисляем  

    d=1/(s(k)*A(k,k)); 

    for j=(k+1):n 

        %считаем сумму 

        sum_uA = 0; 

        for i=k:m 

            sum_uA=sum_uA+A(i,k)*A(i,j); 

        end 

        %считаем  

        l=d*sum_uA; 

        for i=k:m 

            A(i,j)=A(i,j)+l*A(i,k); 

        end 

    end 

end 

end 

Особенность программной реализации заключается в том, что в ре-

зультате работы алгоритма в строго верхней треугольной части матрицы A 

получаем элементы матрицы R, в строке s получаем диагональные элемен-

ты матрицы R, а в нижней треугольной части матрицы A сохраняются век-

тора u(k). 

 

3. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений 

Рассмотрим детали реализации алгоритма нахождения решения 

СЛАУ по разложению матрицы A=QR. 
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Если известно разложение матрицы A=QR, тогда решение СЛАУ 

Ax=b сводится к решению эквивалентной системы Rx=QTb. 

Сначала найдем произведение QTb=b1. Для этого применим к векто-

ру b цепочку преобразований, которая была проделана над столбцами мат-

рицы A (см. программный код функции факторизации). 

b1=b; 

% A – преобразованная после факторизации матрица 

for k=1:(min(m-1,n)) 

    %вычисляем  

    d=1/(s(k)*A(k,k)); 

        %считаем сумму 

        sum_uA = 0; 

        for i=k:m 

            sum_uA=sum_uA+A(i,k)*b1(i); 

        end 

        %считаем  

        l=d*sum_uA; 

        for i=k:m 

            b1(i)=b1(i)+l*A(i,k); 

        end 

end 

 

Далее найдем искомый вектор x из равенства Rx=b1: 

for i=n:-1:1 

sum=0; 

 if (i<n) 

      for j=i+1:n 

          sum=sum+R(i,j)*x(j); 

      end 

 end 

      x(i)=(b1(i)-sum)/R(i,i); 

 end 

 

4. Функция вычисления определителя матрицы 

Если нам известно разложение матрицы A=QR, тогда определитель 

квадратной матрицы A посчитаем по формуле 
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5. Функция обращения матрицы через решение системы AX=E на 

основе метода ортогонального преобразования (в соответствии со своим 

вариантом) 

Для матрицы A=A(n, n) имеем A=QR. Отсюда A–1=R–1Q–1=R–1QT. Сле-

довательно, A–1 есть решение матричного уравнения RX=QT. Чтобы найти  

i-й столбец матрицы A–1, надо в качестве правой части взять i-й столбец 

единичной матрицы, применить к нему заданную цепочку преобразований 

и решить систему с треугольной матрицей R (см. решение СЛАУ в зада-

нии 3). 

 

6. Эксперимент 1 «Подсчет количества арифметических операций» 

Написать реализацию первого эксперимента для исследования коли-

чества операций. Описание эксперимента можно найти в базовом учебнике 

на с. 138.  

 

Методика проведения эксперимента: 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными 

данными: 

Порядок 

матрицы 

Теоретическое число операций Реальное число операций 

a b c d a b c d 

где a, b, c, d означают количество операций: a – сложения, b – умно-

жения, c – деления, d – извлечения квадратного корня. 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – количества уравнений 

в системе. Число n должно изменяться от 10 до 100 через 10 поряд-

ков, т. е. в таблице должно быть 10 строк. 

2) Присвоить n очередное значение. 

3) Сгенерировать матрицу A случайным образом (см. лабораторный 

проект № 1).  

4) Выполнить факторизацию матрицы A в соответствии с задани-

ем 2. 

5) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 3. 

6) Подсчитать теоретическое (оценочное) число операций сложения, 

число операций умножения, число операций деления и число опе-

раций извлечения квадратного корня. 
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7) Подсчитать реальное число операций сложения, число операций 

умножения, число операций деления и число операций извлече-

ния квадратного корня с помощью специальных счетчиков, кото-

рые добавляются в функции факторизации и решения. 

8) Добавить в таблицу полученные экспериментальные данные: по-

рядок n, число операций сложения, число операций умножения, 

число операций деления и число операций извлечения квадратно-

го корня. 

 

7. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ» 

Написать реализацию первого эксперимента для исследования ско-

рости и погрешности решения СЛАУ. Подробное описание эксперимента 

можно найти в базовом учебнике на с. 138. 

 

Методика проведения эксперимента: 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными 

данными: 

Порядок матрицы Время Погрешность 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – количества уравнений 

в системе. Число n должно изменяться от 10 до 100 через 10 порядков, т. е. 

в таблице будет 10 строк. 

2) Присвоить n очередное значение.  

3) Заполнить матрицу A случайными числами и сгенерировать век-

тор b.  

4) Выполнить факторизацию матрицы A в соответствии с заданием 

2. 

5) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 3. 

6) Выполнить факторизацию матрицы A в соответствии с заданием 

2 из лабораторной работы № 1. 

7) Найти решение СЛАУ x в соответствии с заданием 3 из лабора-

торной работы № 1. 

8) Подсчитать скорость решения задачи как сумму времени факто-

ризации матрицы и времени решения СЛАУ (для двух методов: 

метода исключения в лабораторном проекте № 1 (п. 4 и 5) и мето-

да ортогонального разложения в лабораторном проекте № 3 (п. 6 

и 7). 

9) Оценить погрешность решения СЛАУ (для п. 5 и 7): 
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- Задать точное решение x*. В качестве точного решения нужно 

взять вектор x*=(1,2,. . . ,n)T , где n – порядок матрицы. 

- Образовать правые части b=Ax*, матрица A известна из п. 3. 

- Найти решение СЛАУ Ax=b. 

- Вычислить погрешность решения СЛАУ как максимальный 

модуль разности компонента вектора точного решения и век-

тора найденного решения. 

Добавить в таблицу и файл для хранения экспериментальных 

данных полученные экспериментальные данные: порядок n, 

время выполнения, погрешность решения СЛАУ, теоретиче-

ское и реальное число операций.  

10) Пункты 2-10 повторить для всех значений n. 

11) Построить следующие графики решения СЛАУ (для двух ме-

тодов): 

- зависимость времени решения от порядка матриц;  

- зависимость погрешности решения от порядка матриц.  

При построении графиков необходимо использовать данные из 

файла с экспериментальными данными. 

12) Проанализировать полученные данные, сравнить погрешность 

решения и затраты машинного времени для методов в лабора-

торном проекте № 1 и лаборатором проекте № 6. Сделать со-

держательные выводы об эффективности и качестве реализо-

ванных численных методов. 

 

8. Эксперимент 3 «Решение СЛАУ для плохо обусловленных матриц» 

Написать реализацию второго эксперимента для исследования по-

грешности решения СЛАУ в случае, когда матрица A является плохо обу-

словленной. Подробное описание эксперимента можно найти в базовом 

учебнике на с. 139. Перед проведением эксперимента написать функцию, 

вычисляющую погрешность решения СЛАУ (см. эксперимент 1). 

 

Методика проведения эксперимента:  

Для каждой из 10 плохо обусловленных матриц на с. 47, 48 базового 

учебника выполнить следующее:  

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными дан-

ными: 

Порядок матрицы Погрешность 
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Каждая строка в таблице будет зависеть от n – количества уравнений 

в системе. Если матрица A имеет фиксированный размер (матрицы с номе-

рами 2, 3, 6, 10), тогда n = размеру матрицы, и в таблице будет только одна 

строка. Если порядок матрицы не фиксирован (матрицы с номерами 1, 4, 5, 

7, 8, 9), тогда число n должно изменяться от 4 до 40 через 4 порядка, т. е. в 

таблице будет 10 строк. 

2) Присвоить n очередное значение. 

3) Заполнить матрицу A в соответствии с ее номером и сгенерировать 

вектор b в соответствии с заданием 1 (для заданной матрицы!).  

4) Оценить погрешность решения СЛАУ аналогично как в эксперимен-

те 1. 

5) Добавить в таблицу и файл для хранения экспериментальных данных 

полученные экспериментальные данные: порядок n, погрешность 

решения СЛАУ. 

6) Пункты 2-6 повторить для всех значений n. 

7) Построить графики зависимости погрешности решения СЛАУ от по-

рядка матрицы. 

8) Проанализировать полученные данные и сделать содержательные 

выводы об эффективности и качестве реализованных численных ме-

тодов. 

 

9. Эксперимент 4 «Обращение матриц» 

Написать реализацию третьего эксперимента для исследования ско-

рости и погрешности процедур обращения матриц. Подробное описание 

эксперимента можно найти в базовом учебнике на с. 117-120.  

Перед проведением эксперимента написать процедуру, вычисляю-

щую погрешность найденной обратной матрицы: формулы (2.19), (2.20) на 

с. 49, 50 базового учебника позволяют вычислить погрешность обращения 

матрицы – для вычисления погрешности обращения матрицы A необходи-

мо в соответствии с формулами сначала умножить исходную матрицу на 

найденную обратную и вычесть результат из единичной матрицы, затем 

найти норму найденной разности и поделить ее на норму исходной матри-

цы. Норма матрицы вычисляется по формуле (2.20) – это есть максималь-

ная сумма модулей элементов строк матрицы. 

 

Методика проведения эксперимента: 

1) Распечатать на экране шапку таблицы с экспериментальными дан-

ными: 
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Порядок 

матрицы 

Время  

первым 

способом 

Время  

вторым  

способом 

Погрешность 

первым  

способом 

Погрешность  

вторым  

способом 

Каждая строка в таблице будет зависеть от n – размера матрицы. 

Число n должно изменяться от 10 до 100 через 10 порядков, т. е. в таблице 

будет 10 строк. 

2) Присвоить n очередное значение. 

3) Заполнить матрицу A случайными числами. 

4) Найти обратную матрицу первым способом через решение системы 

AX=E на основе метода исключения Гаусса в лабораторном проекте 

№ 1 (в соответствии со своим вариантом). 

5) Подсчитать скорость обращения матрицы (см. эксперимент 1) пер-

вым способом. 

6) Найти погрешность обращения матрицы. 

7) Найти обратную матрицу вторым способом в соответствии с задани-

ем 6. 

8) Подсчитать скорость обращения матрицы (см. эксперимент 1) вто-

рым способом. 

9)  Найти погрешность обращения матрицы. 

10) Добавить в таблицу полученные экспериментальные данные: поря-

док n, время и погрешность обращения первым и вторым способа-

ми. 

11) Пункты 2-11 повторить для всех значений n. 

12) Проанализировать полученные данные и сделать содержательные 

выводы об эффективности и качестве реализованных численных ме-

тодов. 
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UL -разложение на основе гауссова исключения по столбцам 
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_______________________ 
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_______________________ 

 

 

 

 

 

Ульяновск – 2014 г. 
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Цель проекта: приобретение практических навыков реализации ал-

горитмов LU-разложения в виде программного проекта на языке MATLAB.  

 

Задания: 

1. Система меню для взаимодействия пользователя с программой и 

генерация исходных данных задачи. 

2. Функция факторизации матрицы. 

3. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений. 

4. Функция вычисления определителя матрицы. 

5. Функция обращения матрицы через решение системы AX=E. 

6. Функция обращения матрицы через элементарные преобразования 

разложения. 

7. Эксперимент 1 «Решение СЛАУ для случайных матриц». 

8. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ с плохо обусловленными матри-

цами». 

9. Эксперимент 3 «Обращение случайных матриц». 

 

Задание № 1 «Система меню для взаимодействия пользователя с 

программой и генерация исходных данных задачи» 

Взаимодействие с пользователем осуществляется через командную 

строку МАТЛАВ. Пользователю на выбор предлагается выбрать одно из 

действий: ввести данные, обработать данные (выполнить факторизацию 

матрицы, решить СЛАУ, вычислить определитель, вычислить обратную 

матрицу) или выйти из программы. Если пользователь выбирает обработку 

данных, но данные не введены, то программа выводит сообщение «Введи-

те данные для обработки!» и предложит выбрать действие заново. 

Программный код меню: 

clc; 

disp('Лабораторный проект № 1 "Стандартные алгоритмы  

LU-разложения"'); 

disp('Вариант № 1'); 

disp('Выполнил студент гр. МОАИС-О-10/1 Сидоров И.П.'); 

while(1) 

    param = input('Нажмите "1" для ввода данных;\nНажмите "2" для обра-

ботки данных;\nНажмите "3" для выхода из программы\n', 's'); 

    switch param 

        case '1',  
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            A = input('Введите матрицу: \n A = \n'); 

            n_ar =size(A); 

            n = n_ar(1); 

            b = input('Введите вектор: \n b = \n'); 

            n_ar_b =size(A); 

            n_b = n_ar_b(1); 

            if (n_b ~= n) 

                disp('Размерности A и b не совпадают!'); 

                return; 

            end 

        case '2',  

            if (exist('A', 'var') == 0) 

                disp('Введите данные для обработки!'); 

            else 

                A_copy=A; 

     %____________________________________________________________ 

                disp('Факторизация:'); 

                [A, p, znak] = factorization(A, n); 

                 disp('Факторизация матрицы A с учетом перестановок'); 

                % PA - матрица с учетом перестановок 

                PA=printPA(A,n,p) 

                disp('Нижняя треугольная часть L'); 

                L=tril(PA) 

                disp('Верхняя треугольная часть U'); 

                U=triu(PA)-eye(n).*PA+eye(n) 

     %__________________________________________________________   

                x=zeros(n,1); 

                x1=zeros(n,1); 

                disp('Решение СЛАУ'); 

                x=SLAE(A, b, n, p) 

                disp('Проверка решения'); 

                x1=A_copy\b 

    %___________________________________________________________  

                disp('Детерминант матрицы A'); 

                d=determinant(A, n, p, znak) 

                disp('Проверка детерминанта'); 
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                d1=det(A_copy) 

    %__________________________________________________________   

                A11=zeros(n,n); 

                A12=zeros(n,n); 

                 disp('Обращение матрицы через решение системы AX=E'); 

                 A11=inversion_1(A, n, p) 

                 disp('Обращение матрицы через элементарные преобразования 

разложения'); 

                A12=inversion_2(A, n, p) 

                disp('Проверка обращения'); 

                V=inv(A_copy) 

            end 

        case '3', return; 

        otherwise, disp('Введен некорректный символ. Введите один из пред-

ложенных.'); 

    end 

end 

 

 

Рис. 1. Пример работы меню 

 

 

Задание № 2 «Функция факторизации матрицы» 

Алгоритм 1. UL -разложение на основе гауссова исключения по 

столбцам: 
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Для k=1 до n 

 Выбираем главный элемент в A(k-1). 

 Нормируем первую строку матрицы A(k-1). 

 Для i=k+1 до n 

Вычитаем первую строку матрицы A(k-1), умноженную на aik
(k-1),  

из i-й строки. 

Стратегия выбора главного элемента по столбцу. В качестве главно-

го на k-м шаге метода Гаусса выбирается максимальный по модулю эле-

мент первого столбца активной подматрицы. Затем этот элемент меняется 

местами с диагональным элементом, что соответствует перестановке строк 

матрицы A(k–1). Строки матрицы A(k–1) остаются на своих местах, перестав-

ляются только элементы вектора перестановок p, в котором хранятся но-

мера строк исходной матрицы, т. е. элементы вектора перестановок. Все 

обращения к элементам нижней треугольной части L и верхней треуголь-

ной части U  матрицы A осуществляются через вектор перестановок. 

Программный код функции факторизации ( UL -разложение): 

 

function [A, p, znak, op_numb] = factorization(A, n) 

      

    p = zeros(n,1); 

    max = 0; 

    imax = 0; 

    buf = 0; 

    znak=1; 

    op_numb = 0; 

    % Заполняем массивы перестановок начальными значениями перед 

началом факторизации 

    for i=1:n 

        p(i)=i;  

    end 

    for k=1:n 

        %---------Выбор главного элемента----------------- 

        max=abs(A(p(k),k)); 

        imax=k; 

        for i=(k+1):n 

                if(abs(A(p(i),k))>max)  
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                    max=abs(A(p(i),k));  

                    imax=i;  

                end 

        end 

                % Обмен 

                if(imax ~= k)  

                    znak=-znak; 

                   buf=p(k);  

                    p(k)=p(imax);  

                   p(imax)=buf; 

                end 

        %------------------------------------------------ 

        div = A(p(k),k); 

        for q=(k+1):n  

            A(p(k),q)= A(p(k),q)/div;%Нормировка 

            op_numb = op_numb + 1; 

        end 

        for i=(k+1):n    

            mult = A(p(i),k); 

            for j=(k+1):n  

                A(p(i),j)= A(p(i),j)- mult *A(p(k),j); 

                op_numb = op_numb + 1; 

            end 

        end 

    end 

end 

Вспомогательная функция для учета перестановок строк в фактори-

зованной матрице: 

function [ PA ] = printPA( A,n,p ) 

% Вспомогательная функция 

    for i=1:n            

        for j=1:n  

            PA(i,j)=A(p(i),j);    

        end 

    end 

end 
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Рис. 2. Вывод результатов факторизации 

Задание № 3 «Функция решения системы линейных алгебраических 

уравнений» 

Поиск решения СЛАУ осуществляется по UL разложению. Решение 

находим в два этапа: сначала находится решение для системы с нижней 

треугольной матрицей, затем находится решение с верхней треугольной 

матрицей. Математическое обоснование: 

.)()()()( xyxUybLyyxUbxULbAx =====  

 

Программный код функции решения СЛАУ: 

 

function [x, op_numb] = SLAE(A, b, n, p) 

    y = zeros(n,1); 

    x = zeros(n,1); 

    op_numb = 0; 

    for i=1:n 

        sum=0; 

        for j=1:i 

            sum =sum+A(p(i),j)*y(j); 
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            op_numb = op_numb + 1; 

        end 

        y(i)=(b(p(i))-sum)/A(p(i),i); 

        op_numb = op_numb + 1; 

    end 

    for i=n:-1:1 

        sum=0; 

        for j=i+1:n 

            sum =sum+A(p(i),j)*x(j); 

            op_numb = op_numb + 1; 

        end 

        x(i)=y(i)-sum; 

    end 

  end 

 

Рис. 3. Вывод результатов решения СЛАУ 

Задание № 4 «Функция вычисления определителя матрицы» 

Определитель находится как произведение диагональных элементов 

факторизованной матрицы, поскольку 


===

=====
n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii allULULA
111

1detdetdetdet

 
(определитель треугольной матрицы с единичной диагональю равен еди-

нице, а определитель треугольной матрицы равен произведению диаго-

нальных элементов). 

Так как используется первая стратегия выбора главного элемента, то 

при работе алгоритма факторизации происходит обмен строк. При этом 

каждый раз при обмене знак определителя меняется на противоположный. 

Для учета знака в программе используется переменная-флаг znak, в кото-

ром сохраняется значение –1 или 1, в зависимости от того, четное или не-

четное количество перестановок было сделано на данный момент. 
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Программный код функции вычисления определителя: 

 

function [det] = determinant(A, n, p, znak) 

    det=1; 

    for i=1:n 

        det=det*A(p(i),i); 

    end 

    det= det*znak; 

end 

 

 

Рис. 4. Вывод результатов вычисления определителя 

 

 

Задание № 5 «Функция обращения матрицы через решение системы 

AX=E» 

Решение осуществляется исходя из равенства AX=E, где X – обрат-

ная матрица, E – единичная матрица. Разобьем матрицы X и E на столбцы 

и запишем систему СЛАУ: 













=

=

=

nn eAx

eAx

eAx


22

11

, где xk – k-ый столбец матрицы X, ek – k-ый столбец матрицы E. 

Учитывая, что известно UL -разложение матрицы A, каждая из 

СЛАУ решается алгоритмом, описанном в задании № 3. Столбцы обратной 

матрицы находятся по очереди и затем собираются вместе. 

 

Программный код функции обращения матрицы через решение системы 

AX=E: 

function [V, count_ops_1] = inversion_1(A, n, p) 

 V = zeros(n,n); 

 I = eye(n); 
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 count_ops_1 = 0; 

 count_ops_cur = 0; 

 for count = 1:n 

    b = I(:,count); 

    y = zeros(n,1); 

    x = zeros(n,1); 

    [x,count_ops_cur]=SLAE(A, b, n, p); 

    V(:,count) = x; 

    count_ops_1 = count_ops_1 +count_ops_cur; 

 end 

end 

 

 

Рис. 5. Результат обращения матрицы через решение системы AX=E 

 

 

 

 

Задание № 6 «Функция обращения матрицы через элементарные  

преобразования» 

Пусть ULA = . Тогда 111 −−− = LUA . Матрицы L и U уже известны. 

Следовательно, сначала найдем обратные к ним, а затем найдем их произ-

ведение и получим матрицу, обратную к A. 

 

Программный код функции обращения матрицы через элементарные 

преобразования разложения: 

 

function [A_ob, count_ops_2] = inversion_2(A, n, p) 

count_ops_2 = 0; 

% Первый этап - подготовка (обращение элементарных матриц) 
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for i=1:n 

    for j=(i+1):n 

      A(p(i),j)=-A(p(i),j);   

    end 

end 

for j=1:n 

    A(p(j),j)=1/A(p(j),j); 

    count_ops_2=count_ops_2+1; 

    for i=(j+1):n 

      A(p(i),j)=-A(p(i),j)*A(p(j),j);  

      count_ops_2=count_ops_2+1; 

    end 

end 

disp('Результат выполнения первого этапа'); 

PA=printPA(A,n,p) 

% Считаем матрицу U^{-1} 

for k=n:(-1):2 

            for i=1:(k-2) 

                for j=k:n 

                 A(p(i),j)= A(p(i),j)+A(p(i),k-1)*A(p(k-1),j); 

                 count_ops_2=count_ops_2+1; 

                end 

            end 

end 

% Считаем матрицу L^{-1}   

for k=1:(n-1) 

    for i=(k+2):n 

        for j=1:k 

            A(p(i),j)=A(p(i),j) + A(p(i),k+1)*A(p(k+1),j); 

            count_ops_2=count_ops_2+1; 

        end 

    end 

    for j=1:k 

        A(p(k+1),j)=A(p(k+1),j) * A(p(k+1),k+1); 

        count_ops_2=count_ops_2+1; 
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    end 

end 

disp('Результат выполнения второго этапа'); 

PA=printPA(A,n,p) 

% Перемножаем в одной матрице U^{-1} на L^{-1} 

for i=1:n 

    for j=1:n 

        if(i<j)  

            sum=0; 

            for k=j:n 

                sum = sum +A(p(i),k)*A(p(k),j); 

                count_ops_2=count_ops_2+1; 

            end 

        end 

        if(i>=j) 

            sum =A(p(i),j); 

            for k=i+1:n 

                sum = sum +A(p(i),k)*A(p(k),j); 

                count_ops_2=count_ops_2+1; 

            end 

        end 

        A(p(i),j)=sum; 

    end 

end 

disp('Результат выполнения третьего этапа'); 

% Учитываем перестановки срок 

A_ob=printPA1(A,n,p); 

end 
 

Вспомогательная функция для учета обратной перестановки столбцов: 

function [ PA1 ] = printPA1( A,n,p ) 

% Учитываем перестановки строк при обращении 

% Вектор обратных перестановок строк 

p1=zeros(n,1); 

for i=1:n  

  p1(p(i))=i;  
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end 

for i=1:n            

        for j=1:n  

            PA1(i,j)=A(p(i),p1(j));    

        end 

end 

end 

 

Рис. 6. Результат обращения матрицы через элементарные преобразования 

 

 

Задание № 7 «Эксперимент 1 «Решение СЛАУ» 

Цель данного эксперимента – исследовать скорость и погрешность 

решения СЛАУ. В ходе эксперимента определяется число операций умно-

жения и деления, погрешность и скорость решения СЛАУ со случайно 

сгенерированными матрицами порядка от 5 до 100 (через 5 порядков). Зна-

чения элементов матриц генерируются в диапазоне от –100 до 100. Резуль-

таты эксперимента записываются в файл, а затем выводятся на экран в ви-

де таблицы и графиков. 
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Программный код эксперимента №1: 

function [] = exp1() 

clc(); 

frmt   = get(0,'Format'); 

frmtV = get(0,'FormatSpacing'); 

format('shortG') 

format('compact') 

exp_Data = zeros(1,100); 

count = 1; 

for n=5:5:100 

    exp_Data(count) = n; 

    count = count+1; 

    A = randi([-100,100],n,n); 

    A_copy=A; 

    b = randi([-100,100],n,1); 

    % Засекаем время 

    tic 

    [A, p, znak, op_numb] = factorization(A, n); 

    [x, op_numb_2] = SLAE(A, b, n, p); 

    exp_Data(count) = toc; 

    count = count+1; 

     

    x_ex = zeros(n,1); 

    b_ex = zeros(n,1); 

    for i=1:n 

        x_ex(i) = i; 

    end; 

    % Вычисляем правую вектор b для точного решения 

    for i=1:n 

        for j=1:n 

            b_ex(i) = b_ex(i) + A_copy(i,j) * x_ex(j); 

        end 

    end 

    [x_calc] = SLAE(A, b_ex, n, p); 

    % Вычисляем погрешность найденного решения 

    for i=1:n  
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        ex = abs(x_ex(i) - x_calc(i)); 

        if (i == 1) 

            max_ex = ex; 

        else 

            if (ex > max_ex) 

                max_ex = ex; 

            end 

        end 

    end 

    exp_Data(count) = max_ex; 

    count = count +1; 

    exp_Data(count) = n^3/3; 

    count = count +1; 

    exp_Data(count) = op_numb + op_numb_2; 

    count = count + 1; 

end 

dlmwrite('file.dat',exp_Data,';'); 

clear A; 

clear exp_Data; 

n_ar = zeros(1,20); 

time_ar = zeros(1,20); 

ex_ar = zeros(1,20); 

th_numb_ar = zeros(1,20); 

fact_numb_ar = zeros(1,20); 

read_data = dlmread('file.dat', ';'); 

count = 1; 

% Вывод таблицы 

disp('          Порядок   Время    Погрешность   Теоретическое ЧО  Реальное 

ЧО'); 

for i=1:5:100 

   n_ar(count) = read_data(i); 

   time_ar(count) = read_data(i+1); 

   ex_ar(count) = read_data(i+2); 

   th_numb_ar(count) = read_data(i+3); 

   fact_numb_ar(count) = read_data(i+4); 

   count = count + 1; 
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   str = [round(read_data(i)), read_data(i+1), read_data(i+2), 

round(read_data(i+3)), round(read_data(i+4))]; 

   disp(str); 

end 

% Вывод графиков 

plot(n_ar, time_ar, 'k'); 

title('Зависимость времени решения от размера матрицы A (мск)'); 

grid on; 

figure; 

plot(n_ar, ex_ar, 'k'); 

title('Зависимость погрешности решения от размера матрицы A'); 

grid on; 

figure; 

plot(n_ar, th_numb_ar, n_ar, fact_numb_ar,'--'); 

title('Реальное и теоретическое количество операций'); 

grid on; 

legend('Теоретич. ЧО','Реальное ЧО',2); 

format(frmt) 

format(frmtV) 

end 

 

Рис. 7. Таблица экспериментальных данных для решения СЛАУ 
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Рис. 8. График зависимости времени решения от порядка матриц 

для решения СЛАУ 

 

 

Рис. 9. График зависимости погрешности решения от порядка матриц 

для решения СЛАУ 
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Рис. 10. График зависимости реального и теоретического числа операций  

от размера матрицы для решения СЛАУ 

Далее требуется сформулировать полученные результаты исследова-

ния скорости и погрешности решения СЛАУ с помощью заданного алго-

ритма факторизации! 

 

Задание № 8 «Эксперимент 2 «Решение СЛАУ с плохо обусловленны-

ми матрицами» 

Цель данного эксперимента – исследовать скорость и погрешность 

решения СЛАУ с плохо обусловленными матрицами. 

В ходе эксперимента определяется число операций умножения и де-

ления, погрешность и скорость решения СЛАУ для различных видов плохо 

обусловленных матриц. Результаты записываются в файл, а затем выво-

дятся на экран в виде таблицы и графиков. Программный код аналогичен 

программному коду для эксперимента 1, кроме генерации матриц: плохо 

обусловленные матрицы нефиксированного размера генерируются порядка 

от 4 до 40 (через 4). Графики зависимости времени решения, погрешности 

от размера матриц приведены только для матриц нефиксированного раз-

мера. Графики зависимости числа операций не строим, так как они явля-

ются аналогичными графикам эксперимента 1. 

Программный код Эксперимента № 2 

function [] = exp2(tM) 

if tM==1 
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      disp('Результаты эксперимента с матрицей Гильберта'); 

      exp2_bad_nonfixed(1); 

elseif tM==2 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 2'); 

      exp2_bad_fixed(2); 

elseif tM==3 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 3'); 

      exp2_bad_fixed(3); 

elseif tM==4 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 4'); 

      exp2_bad_nonfixed(4);  

elseif tM==5 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 5'); 

      exp2_bad_nonfixed(5);    

elseif tM==6 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 6'); 

      exp2_bad_fixed(6); 

elseif tM==7 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 7'); 

      exp2_bad_nonfixed(7); 

elseif tM==8 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 8'); 

      exp2_bad_nonfixed(8); 

elseif tM==9 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 9'); 

      exp2_bad_nonfixed(9); 

elseif tM==10 

      disp('Результаты эксперимента с матрицей № 10'); 

      exp2_bad_fixed(10);  

else disp('Неверный номер матрицы!') 

end 

Вспомогательная функция для вычисления погрешности обращения: 

function [norm] = exact_func(A_orig, A_ob, n) 

% вычисляем погрешность обращения 

    Mult = A_orig*A_ob; 

    Mult=eye(n,n)-Mult; 
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    for  i=1:n 

        sum_a = 0; 

        sum_mult = 0; 

        for j=1:n 

            sum_a = sum_a + abs(A_orig(i,j)); 

            sum_mult = sum_mult + abs(Mult(i,j)); 

        end 

        if (i==1) 

            max_a = sum_a; 

            max_mult = sum_mult; 

        else 

            if (sum_a > max_a) 

                max_a = sum_a; 

            end 

            if (sum_mult > max_mult) 

                max_mult = sum_mult; 

            end 

        end 

    end 

   norm = max_mult/max_a; 

end 

Функция для эксперимента с матрицами нефиксированного размера: 

function [] = exp2_bad_nonfixed(tM) 

clc(); 

frmt   = get(0,'Format'); 

frmtV = get(0,'FormatSpacing'); 

format('shortG') 

format('compact') 

exp_Data = zeros(1,50); 

count=1; 

for n=4:4:40 

    exp_Data(count) = n; 

    count = count+1; 

    A=zeros(n,n); 
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    % Матрица Гильберта 

    if (tM==1) 

        for i=1:n 

          for j=1:n 

           A(i,j)=1.0/(i+j-1); 

          end 

        end 

    end 

    % Матрица № 4 

  if (tM==4) 

    for i=1:n 

       for j=1:n 

           if (i==j) 

               A(i,i) = 0.01/(n-i+1)/(i+1); 

            elseif (i<j) 

               A(i,j) = 0; 

           else 

               A(i,j) = i*(n-j); 

            end 

        end 

    end 

  end 

    % Матрица № 5 

  if (tM==5) 

    for i=1:n 

       for j=1:n 

           if (i==j) 

               A(i,i) = 0.01/(n-i+1)/(i+1); 

            elseif (i<j) 

               A(i,j) = j*(n-j); 

           else 

               A(i,j) = i*(n-j); 

            end 

        end 

    end 

  end   
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    % Матрица № 7 

  if (tM==7) 

   w = 5; 

   for i=1:n 

       for j=1:n 

           if (i==j) 

               A(i,j) = w^(abs(n-2*j)/2); 

           elseif ((i==1) || (j==1)) 

               A(i,j) = A(1,1)/w^j; 

           elseif((i==n) || (j==n)) 

               A(i,j) = A(n,n)/w^j; 

           end 

       end 

  end 

  end           

    % Матрица № 8 

  if (tM==8) 

  h = 0.000001; 

  for i=1:n 

      for j=1:n 

          A(i,j) = exp(i*j*h); 

      end 

  end  

  end 

    % Матрица № 9 

  if (tM==9) 

  c = 99999; 

  for i=1:n 

      for j=1:n 

          A(i,j) = c + log2(i*j); 

      end 

  end  

  end 

     

    x_ex = zeros(n,1); 

    b_ex = zeros(n,1); 
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    for i=1:n 

        x_ex(i) = i; 

    end; 

    % Вычисляем правую вектор b для точного решения 

    for i=1:n 

        for j=1:n 

            b_ex(i) = b_ex(i) + A(i,j) * x_ex(j); 

        end 

    end 

    % Засекаем время 

    tic 

    [A, p, znak, op_numb] = factorization(A, n); 

    [x_calc,op_numb_2] = SLAE(A, b_ex, n, p); 

    exp_Data(count) = toc; 

    count = count+1; 

    % Вычисляем погрешность найденного решения 

    for i=1:n  

        ex = abs(x_ex(i) - x_calc(i)); 

        if (i == 1) 

            max_ex = ex; 

        else 

            if (ex > max_ex) 

                max_ex = ex; 

            end 

        end 

    end 

    exp_Data(count) = max_ex; 

    count = count +1; 

    exp_Data(count) = n^3/3; 

    count = count +1; 

    exp_Data(count) = op_numb + op_numb_2; 

    count = count + 1; 

end 

dlmwrite('file.dat',exp_Data,';'); 

clear A; 

clear exp_Data; 
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n_ar = zeros(1,10); 

time_ar = zeros(1,10); 

ex_ar = zeros(1,10); 

th_numb_ar = zeros(1,10); 

fact_numb_ar = zeros(1,10); 

read_data = dlmread('file.dat', ';'); 

count = 1; 

    % Вывод таблицы 

disp('          Порядок   Время    Погрешность   Теоретическое ЧО  Реальное 

ЧО'); 

for i=1:5:50 

   n_ar(count) = read_data(i); 

   time_ar(count) = read_data(i+1); 

   ex_ar(count) = read_data(i+2); 

   th_numb_ar(count) = read_data(i+3); 

   fact_numb_ar(count) = read_data(i+4); 

   count = count + 1; 

   str = [round(read_data(i)), read_data(i+1), read_data(i+2), 

round(read_data(i+3)), round(read_data(i+4))]; 

   disp(str); 

end 

    % Вывод графиков 

plot(n_ar, time_ar, 'k'); 

title('Зависимость времени решения от размера матрицы (мск)'); 

grid on; 

figure; 

plot(n_ar, ex_ar, 'k'); 

title('Зависимость погрешности решения от размера матрицы'); 

grid on; 

figure; 

plot(n_ar, th_numb_ar, n_ar, fact_numb_ar,'--'); 

title('Теоретическое и реальное количество операций'); 

grid on; 

legend('Теоретич. ЧО','Реальное ЧО',2); 

format(frmt) 

format(frmtV) 
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end 

 

Функция для эксперимента с матрицами фиксированного размера: 

function [] = exp2_bad_fixed(tM) 

frmt   = get(0,'Format'); 

frmtV = get(0,'FormatSpacing'); 

format('shortG') 

format('compact') 

exp_Data = zeros(1,5); 

count=1; 

    % Матрица № 2 

if (tM==2) 

    n=20; 

    exp_Data(count) = n; 

    count = count+1; 

     A = zeros(n,n); 

    for i=1:(n-1) 

       A(i,i) = 1; 

       A(i,i+1) = 1; 

    end 

    A(n,n)=1; 

end 

    % Матрица № 3 

if (tM==3) 

  n=7; 

  exp_Data(count) = n; 

  count = count+1; 

  A =[5 4 7 5 6 7 5; 

      4 12 8 7 8 8 6; 

      7 8 10 9 8 7 7; 

      5 7 9 11 9 7 5; 

      6 8 8 9 10 8 9; 

      7 8 7 7 8 10 10; 

      5 6 7 5 9 10 10]; 

end 

    % Матрица № 6 
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if (tM==6) 

  n=8; 

  exp_Data(count) = n; 

  count = count+1; 

  t = pi*0.999; 

  A = [cot(t) csc(t) (1-cot(t)) csc(t) 1 1 1 1; 

       -csc(t) cot(t) -csc(t) (1+cot(t)) 1 1 1 1; 

       (1-cot(t)) csc(t) cot(t) csc(t) (1-cot(t)) csc(t) 1 1 

       -csc(t) (1+cot(t))  -csc(t) cot(t) -csc(t) (1+cot(t)) 1 1; 

       1 1 (1-cot(t)) csc(t) cot(t) csc(t) (1-cot(t)) csc(t); 

       1 1 -csc(t) (1+cot(t)) -csc(t) cot(t) -csc(t) (1+cot(t)); 

       1 1 1 1 (1-cot(t)) csc(t) cot(t) csc(t); 

       1 1 1 1 -csc(t) (1+cot(t)) -csc(t) cot(t)]; 

 end 

    % Матрица № 10 

if (tM==10) 

  n=4; 

  exp_Data(count) = n; 

  count = count+1; 

  A = [ 0.9143*10^(-4)   0   0   0; 

        0.8762   0.7156*10^(-4)   0   0; 

        0.7943   0.8143   0.9504*10^(-4)   0; 

        0.8017   0.6123   0.7165   0.7123*10^(-4) ]; 

end 

    x_ex = zeros(n,1); 

    b_ex = zeros(n,1); 

    for i=1:n 

        x_ex(i) = i; 

    end; 

    % Вычисляем вектор b, соответствующий точному решению 

    for i=1:n 

        for j=1:n 

            b_ex(i) = b_ex(i) + A(i,j) * x_ex(j); 

        end 

    end 

    tic 
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    [A, p, znak, op_numb] = factorization(A, n); 

    [x_calc,op_numb_2] = SLAE(A, b_ex, n, p); 

    exp_Data(count) = toc; 

    count = count+1; 

    % Вычисляем погрешность найденного решения 

    for i=1:n  

        ex = abs(x_ex(i) - x_calc(i)); 

        if (i == 1) 

            max_ex = ex; 

        else 

            if (ex > max_ex) 

                max_ex = ex; 

            end 

        end 

    end 

    exp_Data(count) = max_ex; 

    count = count +1; 

    exp_Data(count) = n^3/3; 

    count = count +1; 

    exp_Data(count) = op_numb + op_numb_2; 

    count = count + 1; 

dlmwrite('file.dat',exp_Data,';'); 

clear A; 

clear exp_Data; 

read_data = dlmread('file.dat', ';'); 

    % Вывод таблицы 

disp('          Порядок   Время    Погрешность   Теоретическое ЧО  Реальное 

ЧО'); 

   n_ar = read_data(1); 

   time_ar = read_data(2); 

   ex_ar = read_data(3); 

   th_numb_ar = read_data(4); 

   fact_numb_ar = read_data(5); 

   str = [round(read_data(1)), read_data(2), read_data(3), round(read_data(4)), 

round(read_data(5))]; 

   disp(str); 
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format(frmt) 

format(frmtV) 

end 

 

 

1. Матрица Гильберта 

 

 

Рис. 11. Таблица экспериментальных данных для матрицы Гильберта 

 

 
Рис. 12. График зависимости времени решения от размера матрицы Гильберта 
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Рис. 13. График зависимости погрешности решения от размера матрицы Гильберта 

Вычислительный эксперимент с матрицами № 4, 5, 7, 8, 9 выполня-

ется аналогично! 

 

2. Матрица № 2 

 

 

Рис. 14. Таблица экспериментальных данных для матрицы № 2 

 

Вычислительный эксперимент с матрицами № 3, 6, 10 выполняется 

аналогично! 

 

Далее требуется сформулировать полученные результаты исследова-

ния скорости и погрешности решения СЛАУ с помощью заданного алго-

ритма факторизации для каждой плохо обусловленной матрицы (при ис-

следовании необходимо варьировать параметры матрицы)! 
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Задание № 9 «Эксперимент 3 «Обращение случайных матриц» 

 

Цель эксперимента – исследовать скорость и погрешность обраще-

ния матриц разными способами: через решение системы AX=E, где E – 

единичная матрица, и через разложение матрицы A в произведение эле-

ментарных матриц.  

В ходе эксперимента определяется число операций умножения и де-

ления, погрешность и скорость обращения случайно сгенерированных 

матриц порядка от 5 до 100 (через 5 порядков). Значения элементов матриц 

генерируются в диапазоне от -100 до 100.  

Для вычисления погрешности обращения матрицы A умножаем ис-

ходную матрицу на найденную обратную и вычитаем результат из единич-

ной матрицы, затем находим норму найденной разности и делим ее на 

норму исходной матрицы. Норму матрицы вычисляем как максимальная 

сумма модулей элементов строк. 

Результаты эксперимента записываются в файл, а затем выводятся на 

экран в виде таблицы и графиков.  

 

Программный код функции вычисления погрешности обращения матри-

цы: 

function [norm] = exact_func(A_orig, A_ob, n) 

% вычисляем погрешность обращения 

    Mult = A_orig*A_ob; 

    Mult=eye(n,n)-Mult; 

         

    for  i=1:n 

        sum_a = 0; 

        sum_mult = 0; 

        for j=1:n 

            sum_a = sum_a + abs(A_orig(i,j)); 

            sum_mult = sum_mult + abs(Mult(i,j)); 

        end 

        if (i==1) 

            max_a = sum_a; 

            max_mult = sum_mult; 

        else 

            if (sum_a > max_a) 
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                max_a = sum_a; 

            end 

            if (sum_mult > max_mult) 

                max_mult = sum_mult; 

            end 

        end 

    end 

   norm = max_mult/max_a; 

end 

 

Программный код эксперимента № 3: 

function [] = exp3() 

clc; 

frmt   = get(0,'Format'); 

frmtV = get(0,'FormatSpacing'); 

format('shortG') 

format('compact') 

exp_Data = zeros(1,160); 

count = 1; 

for n=5:5:100 

    exp_Data(count) = n; 

    count = count+1; 

    A = randi([-100,100],n,n); 

    A_orig = A; 

    [A, p, znak, op_numb] = factorization(A, n); 

    tic 

    [V, count_ops_1] = inversion_1(A, n, p); 

    exp_Data(count) = toc; 

    count = count+1; 

    tic 

    [A_ob, count_ops_2] = inversion_2(A, n, p); 

    exp_Data(count) = toc; 

    count = count+1; 

    [norm] = exact_func(A_orig, V, n); 

    exp_Data(count) = norm; 

    count = count+1; 
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    [norm] = exact_func(A_orig, A_ob, n); 

    exp_Data(count) = norm; 

    count = count+1; 

    exp_Data(count) = n^3; 

    count = count +1;  

    exp_Data(count) = count_ops_1+op_numb; 

    count = count+1; 

    exp_Data(count) = count_ops_2+op_numb; 

    count = count+1; 

end 

dlmwrite('file_obr.dat',exp_Data,';'); 

clear A; 

clear exp_Data; 

n_ar = zeros(1,20); 

time_ar_1 = zeros(1,20); 

time_ar_2 = zeros(1,20); 

ex_ar_1 = zeros(1,20); 

ex_ar_2 = zeros(1,20); 

th_numb_ar = zeros(1,20); 

fact_numb_ar_1 = zeros(1,20); 

fact_numb_ar_2 = zeros(1,20); 

read_data = dlmread('file_obr.dat', ';'); 

count = 1; 

disp('           Порядок  Время1     Время2     Погрешность1   Погрешность2      

Теор. ЧО    Реал. ЧО_1    Реал. ЧО_2'); 

for i=1:8:160 

   n_ar(count) = read_data(i); 

   time_ar_1(count) = read_data(i+1); 

   time_ar_2(count) = read_data(i+2); 

   ex_ar_1(count) = read_data(i+3); 

   ex_ar_2(count) = read_data(i+4); 

   fact_numb_ar_1(count) = read_data(i+5); 

   fact_numb_ar_2(count) = read_data(i+6); 

   th_numb_ar(count) = read_data(i+7); 

   count = count + 1; 
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   str = [round(read_data(i)), read_data(i+1), read_data(i+2), read_data(i+3), 

read_data(i+4), round(read_data(i+5)), 

round(read_data(i+6)),round(read_data(i+7))]; 

   disp(str); 

end 

% Вывод графиков 

plot(n_ar, time_ar_1, n_ar, time_ar_2, '--'); 

title('Зависимость времени обращения от размера матрицы A (мск)'); 

legend('Первый способ','Второй способ',2); 

grid on; 

figure; 

plot(n_ar, ex_ar_1, n_ar, ex_ar_2, '--'); 

title('Зависимость погрешности обращения от размера матрицы A'); 

legend('Первый способ','Второй способ',2); 

grid on; 

figure; 

plot(n_ar, th_numb_ar, '-o', n_ar, fact_numb_ar_1, '-x', n_ar, fact_numb_ar_2, 

'-*'); 

title('Количество операций от размера матрицы A'); 

legend('Теоретическое ЧО','Реальное ЧО_1','Реальное ЧО_2',2); 

grid on; 

format(frmt) 

format(frmtV) 

end 
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Рис. 15. Таблица экспериментальных данных для эксперимента № 3 

 

 
Рис. 16. График зависимости времени обращения первым и  

вторым способом от размера матриц 

 

Из графика, представленного на рис. 16, можно сделать вывод, что 

время обращения первым способом меньше времени обращения вторым 

способом, т. е. первый способ обращения матриц эффективнее по времени. 
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Рис. 17. График зависимости погрешности обращения первым и  

вторым способом от размера матриц 

Из графика, представленного на рис. 17, можно сделать вывод, что 

погрешность вычисления обратной матрицы первым способом выше, чем 

вторым. 

 

 

Рис. 18. График зависимости теоретического и реального числа операций  

при обращении первым и вторым способом от порядка матриц 
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Общие выводы по проекту: в ходе выполнения лабораторного про-

екта написан программный проект на языке MATLAB, реализующий  

UL -разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором 

главного элемента по столбцу для численного решения системы линейных 

алгебраических уравнений Ax=f, вычисления определителя и нахождения 

обратной матрицы A-1. 

Программа включает в себя следующие функции: 

1. Функция факторизации матрицы. 

2. Функция решения системы линейных алгебраических уравнений. 

3. Функция вычисления определителя матрицы. 

4. Функция обращения матрицы через решение системы AX=E. 

5. Функция обращения матрицы через элементарные преобразования 

разложения. 

6. Также проведены вычислительные эксперименты: 

7. Эксперимент 1 «Решение СЛАУ». 

8. Эксперимент 2 «Решение СЛАУ с плохо обусловленными матрица-

ми». 

9. Эксперимент 3 «Обращение случайных матриц». 

10. В ходе выполнения экспериментов оценено время выполнения вы-

числений, погрешность вычислений и число производимых операций 

умножения и деления.  

 

Далее необходимо сформулировать содержательные выводы о ра-

боте алгоритмов по своему варианту! 

 





ДЛЯ ЗАМЕТОК 


